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OZET

Bu aragtirmanin esas konusu, bazi matris gruplarinin, bu matris-
lerin uygulandig: standart modiiller {izerindeki birinci derece koho-
moloji gruplarinin ne olduklarini bulmaktair. VR,‘birim elemana olan
herhangi bir halka ise, RD ile g&sterilen nxl siitun matrisleri, bu
halka dzerindcki genel lineer grubun elemanter matrisler tarafindan
dogurulan E (R) altgrubunun standart modiiliinl olugturmaktadir. Bu
modiil iizerinde E, (R)'nin birinci derece kohomoloji gruplari igin bag-
lica gu sonuglar elde edilmektedir:

1. R herhangi bir halka, n24 ise, H'(F,(R), Rt) = 0 "dir.
(Teorem 3.2.).

2. R herhangi bir halka, K ise, R'nin komiitatif bir althalkasi
olsun. Eger K'nin ic¢inde u?#1 olan bir aritmetik birim ele-

mani u varsa, o halde H'(E;(R), R*) = 0 'dir (Teorem 3.5.). Bu dzel-
1igi haiz halkalar arasinda gunlar sayilabilir: U4'ten fazla elemant
olan biitlin cisimler; n # 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24 ise modiilo n tam-
sayrlar halkasi; Gauss tamsayilari halkasi; K, yukarida belirtilen
Gzelligi haiz ise, K lizerindeki s depiskenli (52 1) polinom halka-
lar1i veya kuvvet serileri halkalari; yahut bu Srneklerden herhangi
birini bir althalka olarak igeren bagka bir halka.

3. Tamsayilar halkasi, 2.'de aciklanan teoremin kapsami diginda

kalmasina rafmen, n=2 ve 3 icin DYE,(2), %) = 0 sonu-

cu gegerli olmaktadir (Teorem 3.7.). Ustelik, eger R, tamsayilar

halkasy Gizerinde o degigkenll (52 1) biv polinom halkasi veya kuvvet

serileri halkasi ise, yine n=2 ve 3 ic¢in UM, (R), R?) =0 ol-
dugu gdsterilmekredir.

4, Eger R bir cislm veya bir Oklid halkasi ise, Teorem 3.1."'de
her nz21 ig¢in E,(R) wmatris grubunun, OULy(R) dzel lineer

grubunun Ctimiine esgit oldugu ispatlammaktadir. Bdylece yukaridaki iig
maddede belirtilen teorcmlerin kapsam:na piren her cislm ve her Ok-—
lid halkasi icin U'(SL,(R), R1) kohomoloji grubunun da triviyal ol-
dugu ortaya c¢ikmaktadir. Zaten R sonlu bir cisim ise, SlL,(R) son—
lu bir Chevalley grubu oldugundan, bu halde i*(SL,(R), R:) kohomo-
loji gruplarinin timiinii: yaptsi bilinmektedir. Bu arastirmanin kat-
kist, R bir cigim olmadiic taktirde kohomoloji eruplart haklkinda
elde edilen sonuglardair.
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GIRIS

Kohomoloji kavrami, 6nce homolojik cebirde ortaya atil-
m1s olmasina ragmen, Ozellikle birinci ve ikinci dereceden
kohomoloji gruplarinin grup~teorik yorumlari bilinmekte ve
Lie tipi sonlu gruplarla dier sonlu basit gruplar lizerin-
de yapilmakta olan arastirmalara isik tutmaktadir. Buna kar-
si1t olarak da, bu gruplarin bilinen Ozelliklerinden yararla-
narak yeni kohomoloiji gruplérlnl hesaplamak mimkin olmakta=-

dir. Kisacasi, kohomoloji ile gruplar teorisi arasinda or-
ganik bir bad kurulmug durumdadir.

Genelde kohomoloijl gruplari, Ixt fonktdriinden elde edi-
lirler. Iier G herhangi bir grup, V de bir (sol) 46 -wmodild
ise, G'nin, katsayilari V'de olan n ‘'inci derece kohomoloji grubu

H%(e, v), asagidaki bagintaiyla tanimlanair:

H%G, v) = Ext" (Z , V).
%G

Burada Ext fonkt&riintin anlami, [10, VI. B&liim|deki gibidir.

Ejer, G, v ile ¢'nin bir semidirekt c¢arpimi ise, G
grubunun ig¢inde v'nin, G grubuna izomorf olan bir tamamlayi-
cisi bulunacaktir. V'nin tamamlayicilari arasinda belirli
bir denklik badintisi kurmak ve elde edilen denklik sinif-

lari ile H'(G, V) grubunun elemanlari arasinda birebir bir



tekabiil kurmak wimkiindiir. (Ssonug¢ 2.1). Ayrica, G'den V'ye

giden ve her x, ye G igin

fixy) = xf(y) + £(x)

bagaintisini gergekleyen tlm tasvirlerin olugturdugu komita-
tif gruba Der(G, V) adi verilirse, yine H!(G,V) grubu ile
Der(G,V) grubunun bir b&lim grubu arasinda bir izomorfi oldu-
gu ispatlanmigtir (leorem 2.2). Pratikte izlenen bir yol,
Der(G, V) grubunu inceleyerek, G'nin katsayilari V'de olan bi-
rinci dereceden kohomoloji grubunun ne olacagini bulmak ve
bundan da, v ile C 'nin semidirekt carpiminin yapisi hak-

kinda bilgi edinmektir.

fkinci dereceden kohomoloji gruplarinin gruplar teori-
si yoniinden yorumlanmasi ise gdyledir: yine G bir grup, V
de bir ZG-modild, ve bu defa G, v grubunu normal bir altgrup
olarak iceren ve @/V = G 1izomorfisini gergekleyen herhan-
gi bir grup olsun. Bu &zellikleri haiz ¢ gruplarainin, 2. bo-
llimnde tanimlanacak olan bir bagka denklik badgintisi altinda-
ki denklik siniflari ile, 1%(G, V) grubunun elemanlari ara-
sinda birebir bir tekablil vardir (Teorem 2.7). {Ustelik, bu
durumda, H?*(G, V) grubunun etkisiz elemani, V ile G'nin
semidirekt c¢arpimin:t igeren denklik sinifina tekabil eder.
Ayrica, birinci dereceden kohomoloji gruplaraindaki duruma

paralel bir bigimde, HB?(G, V) grubunun elemanlarini da

F(x,y) + flxy,z) = xf(y,z) + flx,yz), x,y,ze6

bagintisini gercgekleyen belirli | f:6zG-»V tasvirlerinin olug-

turdugu grubun bir boélim grubunun elemanlari cinsinden tanim-



lamak miUmkindir. Yine pratikte uygulanan bir y&ntem, bu tir
tasvirleri inceleyerek, H?(G, V) grubunun ne oldujunu or-
taya ¢ikarmak ve dolayisiyla, V ile G'nin semidirekt carpimi-
na denk olmayan G'gruplarinin var olup olmadiklarini sapta-

maktir.

Cruplar teorisi ac¢isindan Snemli olan sorulardan biri
de gudur: ¢, q elemanli bir sonlu cisim lizerinde tanimlanan
belirli bir Lie cebirine bagli bir Chevalley grubu, Vv de
¢'nin indirgenemeyen modiillerinden bhiri ise, o zaman H!'(G,V)
ve 17 (¢,v) kohomoloji gruplari ne olacaktir? Farkli bir
deyigle, 1n"(¢, v) bu durumda ©1'(q) cisni lzerinde bir vek-
Loér uzayl oldudjuna gdre, bu vektdr uzayinin GI'(q) Uzerindeki
boyutu kag¢tir? Cegitli arastirmacilarain katkilari ile, bu
sorunun cevabi, ana hatlaraiyla veriimi§~durumda ise de, bazi
6zel hadller hala ¢dzim beklemektedir. Genel olarak, G gru-
bunun mertebesinin veya q sayisinin ufak oldugu hallerde (8r-
negin, q =2 veya 3) kohomoloji gruplarinin hesaplanmasi da-
ha gii¢ olmaktadir. Bu durum, hesaplar yukarida tanimlanan
tasvirler incelenerek de yapilsa, Cline, Parshall ve Scott'un
[6] ortaya gikarmig olduklari ve daha Lie cebirsel esaslara
dayanan bir teknik olan bazi kongrilanslari inceleme yoluyla da
olsa bdyledir. Dolayisiyla,triviyal olmayan kohomoloji grup-
larinin genellikle yukarida bahsedilen "ufak h&ller"de ortaya
¢ikmasina hayret etmemek gerekir. Chevalley gruplari lzerin-
de kohomolojik aragtirmalarda bulunanlar arasinda McLaughlin
161, Cline, Parshall ve Scott !61, Griess I[8], Jones I[111},
Bell (3, .4, 51, Avrunin (1, 21, Landazuri [141, Sah [17, 181,
Kﬁsefoglﬁ 12, 131 ve bagkalari sayilabilir. Birinci dere-
ceden koHomoloji gruplari ile 1lgili bir kisim sonug¢larin bir
Ozeti, 5, Tablo 4.51"'de verilmigtir. Ikinci bdlimde bu a-
ragtirmalirin bazilari hakkinda daha etrafli bilgi sunulacak-

tir.



Bu arastirmada ele alinan konu ise, bazi matris grup-
larainin, bu matrislerin uygulandi§i standart modiiller lze-
rindeki birinci derece kohomoloji gruplarinin hesaplanmasi-
dir. VYukaridaki paragrafta bahsedilen arastirmalarin konu-
su olan gruplar, her zaman bir cisim {izerinde tanimlanmis-
lardir. 1IMalbuki burada, herhangi bir halka lizerindeki mat-
ris gruplari genel olarak ele alinmaktadir. Elde edilen
sonuglar, birinci derece kohomolojinin genelde yine triviyal
oldugudur. R, birim elemani olan herhangi bir halka olsun
(t'nin komidtatil olmasyr gerekmez) . Lfer By i'inci sata-
ri ve j'inci siitununun cgakigtigi yerde 1, diger bilitin yer-

lerde de 0 olan n x n bir matris ise, o zaman
xp4(0) =T + thyj, 1 Si, 35S, i#3, teR

bagintisiyla tanimlanan elemanter matrisler, R halkasi iize-
rindeki singliler olmayan n x n matrislerin olugturdudu
GLp(R) genel lineer grubunun, E,(R) ile gdsterilen bir alt-
grubunun dogururlar. Ustelik, Teorem 3.1'ed gbre, R bir
cisim veya bir 0Oklid halkasi oldugu taktirde, her n 2 1
ig¢in E,(R) altgrubu, SL,(R) &zel lineer grubunun tilimiine
egittir. E,(R) grubunun, R" modilili {izerindeki dogal etkisi
g5z Oniine alinirsa, H'(EL(R), R") kohomoloji grubu igin

agagadaki sonuglar elde edilmektedir:

1. R, birim elemani olan herhangi bir halka ise, nzy

igin Hl(En(R), RR) = 0 olur (Teorem 3.2)%*

“Bir komiitatif G grubu triviyal ise, gercekte G ={0} yazmak da-
ha dogrudur. Ancak bu aragtirmada, notasyonu sadelegtirmek amaciyla

G =0 wyazilacaktir.



2. R, birim elemanla herhangi bir halka, K ise R'nin
komiitatif bir althalkasi olsun. Eder K, bir gilig-
li aritmetik birimi iceriyorsa, o zaman H'(E3;(R),R>) =0

sonucu gegerlidir (Teorem 3.4).

Burada, "glg¢lli aritmetik birim"den kastedilen gsu-
"dur: Eer K komiitatif halkasindaki bir aritmetik birim e-
lemani u i¢in, u® -u elemani da bir aritmetik birim olu-
yorsa, u'ya bir gicli aritmetik birim adi verilir. Bundan

sonra yukaridaki sonug¢ gdyle genigletilmektedir:

3. R, birim elemanli herhangi bir halka, X ise R'nin
komiitatif bir althalkasi olsun. EJer K'da, u?#l
olan bir aritmetik birim elemani u varsa, o zaman yine
H'(E4(R), R®) =0 olur (Teorem 3.5))

2. veya 3.'de belirtilen 6zellikleri haiz halkalar a-
rasinda gunlar sayilabilir: 4'ten fazla elemani olan bili-
tin cisimler; n # 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24 ise Z,; Gauss
tamsayilari halkasi; K, gl¢ll bir aritmetik birim elemani-
ni hailz bir komlitatif halka ise, K lzerindekil s degigkenli
(s 2 1) polinom halkalari veya yine s dedigkenli (s 2 1)
kuvvet serileri halkalarai; vahut yukarida verilen OGrnek-
lerden herhangi birini bir althalka olarak icgeren baska
bir halka. Tabii ki bunlardan Teorem 3.1l.'in kapsamina
girenler ig¢in &zel lineer grubun, standart modild Uzerin-
dekil birinci derece kohomolojisinin de triviyal oldudu so-

nucu ¢ikmaktadir,

2. ve 3.'Un kapsamina girmeyen bir Onemli halka, tam-

sayilar halkasidir. Ancak bu halka ig¢in Teorem 3.7. de
n=2 ve 3 oldugunda H'(SL,(%), %") grubunun triviyal ol-
dugu ispatlanmaktadir. Ayrica buradan, efer R, tamsayi-

lar halkasi iizerinde s degigkenli (s21) bir polinom hal-



kasi veya s degigkenli (s 2 1) bir kuvvet serileri halka-
s1 ise, yine n=2 ve 3 igin I'(sLy(R), R") grubunun

da triviyal oldudu sonucu g¢ikarilmaktadir.

Bu arastirmada ele alinan konularla ilgili gegitli ye-
ni problemler ortaya atilabilir. Sliphesiz, yapilmasi gere-
ken iglerin baginda, burada birinci derece kohomoloiji grup-
Jlari igin elde edilen sonuglari, ikinci derece kohomoloji
gruplarina genellemek, daha dodrusu, ¢egsitli R halkalari i-
¢in 1’ (L (r), R™) grubunun ne olacadini bulmak gelir. An-
cak, bu soruyu cevaplamak ic¢cin yeni ydntemler gelistirmek
gerektigi agikardir. Zira eer H!(G, V) grubunun bir ele-
mani, yani bir derivasyon, G grubunu doduran bir elemanlar
kimesi lzerinde sifira egitse, o derivasyonun genelde de si-
fira esit olmasi gerekir; bu aragtirmada bu 6zellikten de-
falarca yararlanilmigtir. Oysa, H?(G, V) grubunun eleman-
lari ig¢in ayni sey gecgerli degildir. Dolayisiyla, ikinci
derece kohomoloji gruplarinda cevaplanmasi gereken agik prob-

lemler vardir.

Ayraca, yine bazi halkalar lizerindeki matris gruplariy-
la ilgili bagka ilging problemler de akla gelmektedir. R,
birim elemanli bir komiitatif halka, S de bu halka fizerinde
s degigkenli (s 2 1, kuvvet serileri halkasi olsun. Bu
durumda GLpy(R) genel lineer grubundaki matrisler, S halkasi
lizerine birer otomoirfi olarak uygulanabilirler. EJer U(S),
S halkasindaki aritmetik birim elemanlarinin olugturdudu
grup ise, o zaman U(S), bir GL,(R)-modilli, dolayisaiyla da
genel lineer grubun herhangi bir altgrubu\G i¢in bir G-
modiilii olur. O halde, i =1 veya 2 ic¢in, ni(e, U(s)) ne ola-
caktir? Bu genel problemin ¢dzllmis-olan bir h&li [5]1 gu-
dur: R, karakteristigi p (p>0) olan bir milkemmel cisim,

no=pd olsun. Ler G, mertebesi n olan bir devresel grup



ise; bu grup, R lizerindeki n dedigkenli kuvvet serileri hal-
kasi olan S'ye, serilerin bilinmeyenlerini devresel olarak
dedistirmek yoluyla uygulanabilir. O taktirde H'(G, U(S)=0
sonucu gegerlidir. Genel lineer grubun bagka altgruplara
i¢in, veya farkli Ozellikleri haiz halkalar ig¢in heniiz bu

tiir highir sonug elde edilmemigtir.
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KOHOMOLOJT GRUPLARI

Bu bdlimde kohomoloiji gruplarl'hakklnda genel bilgi
verilecek ve bu konuda buglinedek yapilmis arastirmalar ana
hatlaraiyla Ozetlenecektir. Bu arada ilging bazi uygulama-
lar da yapilacak, Ornedin Hilbert'in 90. teoremi, belirli
bir kohomoloji hesabinin sonucu olarak elde edilecektir.

G herhangi bir grup, V de bir ZG - modilii ise, G ’nin,

katsayilary V'de olan n'inci derece kohomoloji grubu UP(G, V)'nin

I8!
i8] . 3
HU(G, V) = Extyq (z, V)

badaintaisiyla tanimlandigi, birinci boliimde belirtilmigti .
Bu aragtirmanin konusu n =1 veya 2 durumlaraiyla ilgili
oldugu i¢in, burada genel n igin Ext fonkt&rinin tanimi ve-
rilmeyecek, bunun yerine birinci ve ikinci derece kohomolo-
jinin gruplar teorisi acisindan OSnemi Uzerinde durulacak-

tir.

2.1. BIRINCI DERECE
KOHOMOLOJ1 GRUPLARI
Birinci derece kohomoloji gruplari, semidirekt
grup ¢arpimlaraiyla ilgilidir. G herhangi bir grup, V de

bir ZG-modiilii* olsun. V ile G'nin semidirekt carpimi olan

S5zii edilen her modiil, sol bir modil olacaktir. Ayrica, "ZG-
N . A .
modiilil" yerine kisaca "G-moullil" denecektir.

8



¢ grubu, clmle olarak V ile G'nin Kartezyen garpimina e-

gittir ve ¢ 'daki grup operasyonu, v, weV, x, yeG icin

(vyx)e (w,y) = (vixlw), xy) veo (2.1)

bagintaisaiyla tanimlanir, Burada x(w) veya xew, xeG'nin,
bir G-modilid olan V'nin w elemani lizerindeki etkisini ifa-

de etmektedir. G grubunun birim elemaninin (0, 1) olcu-
gu* ve veV, xeG icin

(v,x)7' = (=x"Hw), x™1) e (2.2)
olacagar asgikardixr.
Yukarida tanamlanan semidirekt carpam ,
i~ 3
UV » G > G 1 coe (2.3)

béliinen tam dizi'sini verir. Burada veV, xeG igin

i(v) = (v, 1) ve (v, x) = X

olmaktadir. Bir tam dizinin b&linmesinden kastedilen sey

whe R .

Komiitatif oldugu bilinen gruplarda (6rnegin V) toplama operas—
yonu kullanilacak ve birim elemanrt O olarak alinacak, buna kargilik
diger durumlarda ¢arpma operasyonu kullanilacak ve birim elemani 1
ile gdsterilecektir.
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ise, ¢'den G 'ya giden ve meO = id, badintisini gergek-
leyen bir 0 homomorfisinin mevcut olmasidir. G'nin bir
semidirekt carpim blma51, brnegin xeC igin 0(x)=(0,x) yo-
luyla tanimlenan tasvirin bu 6zellidi haiz olmasini garan-
tiler. Yine bu durumda v'nin G igindeki resmi olan i(V),
G'nin komiitatif ve normal bir altgrubu, 0(G) isé, bu

altgrubun bir tamamlayicisidir. Yani,
1(V)N0(6) = {(0,1)} ve i(V)O(G) = G

bagintilari gercgeklenmektedir. Ustelik ¢'daki bir (v,x)
elemaninin i(V) ilzerinde konjligasyon yoluyla olan etkisi,
xeG  elemanainin, V'nin lizerine V'nin bir G-moduld olmasi
dolayisiyla yaptigdr etkinin aynisadir. Dolayisiyla, V

ile G'nin semidirekt c¢arpimindan bahsetmekle (2.3) b&linen

tam dizisinden s6z etmek ayni geydir,

G ile v, yukaridaki gibiyseler, her x, yeG

icin
dixy) = xd(y) + d(x) oo (2.00)

bagintisini gergekleyen bir d:G—+V tasvirine G 'den

V *ye bir derivasyon adi Qerilir. Tim derivasyonlar climlesi
Der(G, V) 1lle gdsterilirse, bu climlenin fonksiyon toplami
altinda bir komiitatif grup tegkil ettidi agikadrdir. Ay-

rica d€ Der(G, V) ig¢in

d(1) =0 ve d{x7!) = —x—rd(xja xe6 .. (2,

e
(6]
p—a
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oldugu da acgiktir. G'nin V Uzerindeki etkisinin triviyal
olmas1 halinde de, (2.4) bagainlisindan gorilecegi gibi,
G'den V'ye bir derivasyon, yalnizca bir grup homomorfisi

olur.
Der(G, V) grubuyla Ext! fonktdrii arasindaki i-
ligkiyi belirlemek igin “

noe
0+Iq > 26~ %+ 0 co. (2.8)

tam dizisi g¢zonline alinmalidir. Buradaki tamsayilar kat-

sayili grup halkasi %G, {x|xeG)} bazli bir serbest Z-modiilii,

¢ homomorfisi de

el T ay x) = Lay , aucd
P

olarak tanimlanmaktadir. Ig ise, € epimorfisinin g¢ekirde-

dgi olan ogmentasyon ideali'dir. . I, bir Z-modili olarak

{x-1 | xec} Dbazi {lizerinde serbesttir. Bu durumda, agadi-
daki sonug¢ gegerlidir [10, VI. BSliml:
Teonem 2.1. G herhangi bir grup, V de bir

ZG-modilu ise,

n{d)(x-1) = d(x) xeG, deDer(G, V)

bagintisiyla tanimlanan n tasviri, Der(G, V) ve Homyq(Ig,V)
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gruplari arasinda dodal bir izomorfidir.

Tspat : de ber(e, V) ise, ITg'nin bir serbest 4-
modild olmasi dolayisiyla n(d) bir grup
homomorfisi olacaktir. Ustelik x, yeG
igin
n(d) (x(y-1)) = n(d)(xy-1)-(x~1))

dixy) - d(x)

xd(y)

xng(y-1)

i

.
i

oldugundan, n(d) ayni zamanda bir G-modiili homomorfisidir.

Buna karsat olarak, efer o¢¢ HomZG(IG, V) verilmigse,

d¢ (x) = ¢(x-1)

bagintaisiyla tanimlanan dip s G'den Vv'ye bir derivasyondur,

cinkld x, yeG igin

1l

d(xy-1)
Pp(x{y-1) + %x-1)
2P (y-1) + $p(x-1)

d¢ (xy)

1

1l

i

% d¢(y) + d¢(x).

Boylece, n'nin bir izomorfi oldugu agikdrdir.

A, birim elemanli bir komiitatif halka olsun. Eger,

ll E ~ I
D ~+R=+P>+A~>0 el (207
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bir A-modili tam dizisi ve P de projektif bir A-modili
ise 10, s. 17, "Tecorem 2.2.1, herhangi bir A-modiili B
verildiginde

okl U;'c

()>lhmh (A, B) > lhmh(P, By - lhmh(R, p)

tam dizisi elde edilir. Buradan

Exti (A, B) = Homy (R, B>/u*(1 (2.8)

ionh (r, B))

olarak tanimlanir {10, s. 891 . Bu tanim, A modiliinin
(2.7)'de verilmis olan projektif prezantasyonundan bagim-

sizdir.

4G kir serbest, dolayisiyla projektif bir #4G-modilu
oldufuna gbre, (2.6) tam dizisi % ig¢in bir projektif pre-

zantasyon olmaktadir. Dolayasiyla, (2.8)'e gore

Ext}

e (2.9)

(Z, V) = Homy, (T4, V)/w*(“ﬂva(ZG’ v))

elde edilir. Buradaki u* tasviri, u: Ig-—> 46 monomorfi-

sinin dogurdugu bir homomorfidir. Teorem 2.1.'e gbre ise

ber (G, V) z Homyq ([G, V) .

olmaktedir. Ystelik, efer fe u*(lom,.(

.
3

G, V) ise, f(1)=v,
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clemant {'vitanmimlamaya yeterlidir, ve efer dg: G-V, Teco-
rem 2.1'deki izomorfi altinda f'e tekabiil eden derivasyon

ise, f bir #%3- homomorfi'si oldugu igin,
dp(x) = £(x-1) = (x-1)f(1) = (x-1)vy  x€G

olacagindan, v,, d¢'yi de belirlemeye yetérlidir. Kargit
olarak ca, eder bir d derivasyonu ig¢in 6yle bir w,e V var-

sa ki, her xeG ig¢in

Ay o (w1 )w ve. (210D

olarak ifade edilebilsin, o zaman d'ye tekabll eden

e Hom,

4ot lgs V) elemanina

£(1) = w,

yoluyla Hom,.(4G, V) 'ye genigletmek mimkindir, yani

fe p#(Homy (%G, V)) olur. (2.10) tipi bir bagdinti ile tanim-
lanan bir derivasyona I¢ derivasyon denirse, tlm i¢ deri-
vasyonlar cimlesi olan Der (G, V)'nin, Der(G, V)'nin bir
altgrubu olacadi agikdrdir. Ustelik, Teorem 2.1.°de ve-
rilen izomorfi altinda Dero.(G, V)'nin, p*UkaGUML V) 'ye te-
kabiil ettigi gtriilmektedir. Boylece (2,9) bajintisinin

1s1§1 altinda su sonug elde edilir [10, s. 195; 9, s. 451:

Teonem 2.2, G herhangi bir grup, V de bir G-
modild ise, ExtéG(Z, V) ve DeP(G’V)/DerO(G,V)
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gruplari arasinda dodal bir izomorfi

vardir.
G'ndn, katsayilar:r V'de olan birinci derece kohomolodi
grubu,
(e, = It} (4,
( V) %l ( V)
olarak tanimlandigina gdre, H'(G, V) kohomoloji grubunu,

G'den V'ye derivasyonlar grubunun bir bdliim grubu olarak
diglinmek mimkiindlir. H'(e, V) grubunun daha grup-teorik

bir ag¢iklamasi da asagida verilecektir.

¢ bir grup, v'de bir GC-modilii ise, G ile V'nin

» bir semidirekt carpimi ¢ wvardir ve

0+V+33c1

dizisi, bir ©0: G » G homomorfisi ile bdlintir, moO=idg

olduguna gére,
0(x) = (d(x), x), ®eG cos (2.10)

bagintisiyla tanimlanan bir d: G » V tasviri elde edilir.



O(xy) = 0(x)0(y) x, yeG

bagintisanin ilk (yani V) koordinatlar:i hesaplanirsa

dlxy) = xd(y) + d(x)

H

oldugu go6ridlir; vyani d, bir derivasyondur. Kargit ola-
rak da eder de Der(G, V) ise, bu defa (2.11) bagintisiyla
tanimlanan 0, ¢'den G'ya bir homomorfi olur ve neO=id,

egitligini gergekler. Boylece, (2.3) tam dizisini b&len
© homomorfileri climlesi ile Der(G, V) arasainda birebir bir
tekablil kurulur. Ustelik, bu tirden her 0, V'nin ¢ 'da
bir tamamlayicisini (yani 0(G)) verdigi ig¢in, V'nin G'da-
ki tamamlayicilara ile Der(G, V) arasinda da birebir bir

tekablil elde edilmig olur.

G, ve G,,

ci, d, ve d, de, yukarada agiklanan big¢imde bu. gruplara

v i¢in € grubunda birer tamamlayi-

tekablil eden derivasyonlar olsun. Eder G, ve G,, G gru-

bunda konjilige iseler, yani

(v,x)
1

G = (v,x)0 (v,x)"} = Gy e, (2.12)

bagintisini gergekleyen bir (v, x)eG varsa, o takdirce

(2.2)"yi kullanarak, her yeG 1ig¢in

(v,x)(d, (y), y)(=x"1(v),x"1) €G,y
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olmas1 gerektigi gdriillir. (2.1)'e gbre bu iligli garpim

agirlirsa
(v,:) (L (), ) Fx7 P ), x7 1) = (vixd (y)=xyx=1(v), xyx™1)
elde edilir. Yani, her yeG ig¢in
dy (xyx™1) = vixd; (y) - xyx" 1 (v)
yahut da
d,(y) = vixd, (x tyx) - y(v)
bulunur. (2.4) ve (2.5)'ten ise

xd (27 lyx) = x {x71d, (yx) +d (x™1)}

= ydl(x)—‘—dl(y) - d(x)
ve dolayisiyla

d,(y) = d,(y) +(y-1) {d,(x) - v}

sonucu ¢ikar. Kisacasi, d, - di, d;(x)-v sabit elema-



18

ninin belirledidi bir ig¢ derivasyondur. Kargit olarak da,
eder d; - d; € Der, (G, V) ise, d, ve d,'ye tekabiil eden
tamamlayicilar arasinda (2.12) ile verilen bir iligki var-

dir. Elde edilen sonug gbyle olmaktadir:

Teonem 2.3. G herhangi bir grup, V. bir G-moddld,
G da bu durumdan elde edilen semi-
direkt c¢arpim olsun. Gi1 ve Gz, G iginde V'nin birer ta-
mamlayicisiy, d; ve dy de bu tamamlayicilara tekabil e-
den derivasyonlar ise, G, ve C,'nin G i¢inde konjlige ol-

malara ig¢in gerek ve yeter gart, d;, £ dy(mod bDer, (G, Vv))'dir,

Teorem 2.2., Teorem 2.3, ve H'(G, V)'nin tani-
mindan ¢ikan gonug ise, birinci derece kohomoloji grugla-

rinin grup-teorik bir yorumunu vermektedir:

Sonug 2.1, G herhangi bir grup, V bir G-modili
olsun. H'(G, V) grubunun elemanla-
ri ile, V'ye, G semidirekt garpiml igcinde tamamlayici olan

altgruplarin konjligasyon altinda belirlenen denklik sainif-

lar:1 arasinda birebir bir tekabiil vardir. H'(G, V) gru-
bunun triviyal oldugu &zel h&lde ise, V'nin bltilin tamamla-

vicilari tek bir denklik sainifi altinda toplanirlar.

Birinci derece kohomoloji gruplari hakkinda bili-

nen sonug¢lar Szetlenmeden &nce ufak bir uygulama yapilacak

~ve bunun sonucu olarak da Hilbert'in 90. Teoremi elde edi-

lecektir.
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K herhangi bir cisim, 6 de K {lizerine uygulanar

bir otomorfiler grubu olsun. Bu durumda,

A = K cisminin toplama altinda meydana
getirdigi grup,

M = K ecisminin sifirvdan farkli elemanlarinin
garpma altinda meydana getirdikleri -grup

ise, A ve M, birer G-modild olacaklardir.

£

Tejnem .4, K herhangi bir cisim, ¢ de K f‘zeri-
‘ " ne uygulanan sonlu bir otomorfi
grubu ¢ lsun. O zaman,

Hi(g, A) = HY (@, M) = O

sonucu gegerlidir.

Ts1t s Burada yalnizca H!(G, M)=0 sonucu
: ispatlanacaktir; H'(G, A)=0 da
bessizer bir yontemle elde edilebilir. f, G'den M'ye her-
hingi bir derivasyon olsun. 6'nin elemanlari lineer ba-

giwsiz olduklarina ve her oeM ig¢in f£(o)eM, yani
£iv) # 0 oldugu ig¢in, - ¥ f(¢)o tasviri, saifirdan fark-
: oe6

1331r, Yani, 6yle bir =zegK bulunabilir ki,

y = flo)o(z) # 0
oeG

olur. Eger 1:2G ise,
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i

Lot(£o))Cto)(z)
oei

y)

bagintisindan

fl)ely) L E(t) t(£(o))(to)(z) ... (2.13)

i

elde edilir. Halbuki f bir derivasyon oldugu ig¢in (2.4)'e

gbreo

1) flt)rflo) . (2.018)

olmalidir. (2.14), (2.13)'e uygulanarsa

i

Flr)rly) L (1o)(z) =y

1toeq

ve dolayisiyla

E(T)

yt(y)™ ! = (y=1) 'r(y™1)

oldugu gdriliir. Yani, £, yeM tarafindan belirlenen bir
i¢ derivasyondur. Teorem 2.2.'ye gbre bu H' (G, M)=0 de-

mektir.

Tkirci olarak sonlu devresel gruplarin kohomolo-
jilerinin hesaplaniasiyla ilgili bir sonug¢ verilecektir.

G = (x), mertebesli n olan sonlu bir devresel grup, V de
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bir G-modlilli olsun. Bu durumda 2GC grup halkasinda

=
|

= l4x+x®+ ... 7L

ve D = x-1

elemanlari tanimlanabilir. Bu elemanlar V'ye uygulandik-
lary vakit, D'nin resmi p(v), N'nin cekirdedi olan KeveN
altnodilinin iginc digecektir. Bu durumda asagidaki teo-
rem, H!'(G, V)'nin hesaplanmasi ig¢in bir formiil vermekte-
dir. (Bu teorem, [9, s. 40i'da verilen teoremin bir 8zel

hali olmaktadir.)

Teonem 2.5, G=(x) mertebesi n olan sonlu devre-
sel bir grup, V de herhangi bir
C-modiili ise, U'(G, V) grubu, Keﬂ”D(nye izomorftur.
Ispat EJer de Der(G,V) ise, her 02%k<n-~-13%
igin )
A(xf) = (Itx .. 42D d(x) ve. (2.15)

olacagindan, ¢ derivasyonu, d(x) elemani tarafindan belixr-

lenir. x0b=1 oldudguna gore (2.5) ve (2.15)'ten
0 = d(x™) = (I+x+...+x071)d(x) = N d(x)

elde edilir. Karsit olarak, efer Nd(x)=0 ise, (2.15) ile
tanimlanan d tasviri bir derivasyon olacaktir. Yani,

KerN = Der(G, V)'dir. 8imdi, d bir i¢ derivasyon ise,

d(x) = (x-L)v, = Dv,
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bagintisini gergekleyen bir v,eV vardir. Bundan da
b(V)=Der, (G,V) sonucu ortaya g¢ikar. Teorem 2.2.'ye gére

ispat tamamlanmigtir.

Sonug 2.2. G ile Vv, Teorem 2.5,'deki gibi ol-

sun. EdJer V, triviyal bir G-modidli
ise, o zaman

nhea, vy oo fvev | onveod

izomorfisi vardar.
Ispat : Bu durumda herhangi bir veV igin

Nv

i

(14x4 .. o 4x" )y = nv

ve Dv (x-1)v = v-v = 0

i

bagintilaraindan istenilen sonug¢ elde edilir.

Sonu¢ 2.2.'nin ilging¢ bir uygulamasi olarak,
Hilbert'in 90. Teorcmi elde edilebilir:

Sonug 2.3, K ve L cisimlerinden olugan K & L
geniglemesi devresel ve sonlu dere-
celi olsun (yani bu geniglemenin Galois grubu G=(o) sonlu
bir devresel grup olsun). Bu durumda ~ yel elemaninin nor-
munun 1 olmasi igin gerek ve yeter gart, y = x"'o(x) ba-

gintisini gercgekleyen bir xel elemaninin var olmasidir.
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Ispat : L cisminin sifairdan farkli eleman-

larinin ¢arpma altinda olugturduk-

lari grup M ise, Teorem 2.4. ve 2.5.'e gldre

0 = H'(G, M) & KerN/p(y)

ve dolayisiyla KerN = D(M) elde edilir. KerN, L iginde
normu l'e esit olan elemanlar climlesi, ve ¢arpma operas-
yvonu altinda ifade edilirse

D(M) = {yeL | y = x"lo(x), xeM}

olduguna gdre, normu 1 olan elemanlarin hepsi D(M) clirle-

sinin ig¢indedir. Bu da Hilbert'in 90. Teoremini ispatlar.

Gruplar teorisi agisaindan ilging olan birinci
derece kochomoioji hesaplari gdyle Gzetlenebilir: G, q e-
lemanli sonlu bir K cismi Uzerinde tanimlanan belirli bir
Lie cebirine bagly bir Lie tipi grup, Vv ile szl edilen
Lie cebirinin kdk sistemine bagli herhangi bir indirgenemi-
ven G-modiilii olsun. Bu durumda H'(¢, V) grubunun, X
lzerinde bir vektdr uzayi oldugu asikadrdir. Bu vektdr u-
zayinin boyutunun ne olacadi ise hemen hemen bltin sodzi
edilen durumlar ic¢cin hesaplanmigtir ve sonug, genellikle
H'(G, v)'nin triviyal oldujudur. Ancak bazidzel hallerde
H'(g, v)'nin K dzerindeki boyutunun 1 veya daha fazla ol-
dugu gorilmektedir. Bu 6zel haller, G grubunun mertebesi-
nin veya q sayisinin ufak olduju hallerdir (8rnedin q=2
veya 3 ). Bu nallerin 6zel lineer gruplarla ilgili olan

birinden ileride stz edilecektir. Bu tir kohomoloji grup-
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larinin hesaplanmasa ile ilgilenen aragstirmacilar arasin-
da McLaughlin [l161, Cline, Parshall ve Scott 6], sak (17,
181, Jones (111, Avrunin (1, 21, Bell [3, 4, 51, Kisefog-
lu [121 ve digerleri sayilabilir. Arastirma ydntemlerin-
de ise belli bagli iki yol gdriilmektedir. Bunlaran biri,
bu bdlinde verilmig olan teoremler esas alinarak derivas-
yon gruplari ile ¢aligmak, Otekisi ise Lie tipi gruplarin
kok sistemlerinden dodan belirli kongriianslari incelemek-
tir. 1Iki yolda dua amag¢, kohomolojinin trivial olmasi igin
yeter sartlar ortaya koymaktir. Bu tiir yeterlilik sartla-
r1 bulunamadi§i taktirde cevabin ne oldudunu bulmak ise
daha gii¢ bir problem olmaktadir. Bu hallerde en yararli
yontem, G grubu yerine C'nin bir p-Sylow altgrubuna bak-
maktir (p, tabii ki K cisminin karakteristigi olmaktadair).
BEger P, G'nin bir p-Sylow altgrubu ise, H'(c,v), H*(pr,v)'
nin bir altgrubuna izomorfik olmaktadir 13, s. 219; 12,

s. 131. Bu eltgrup da, konumlu derivasyonlar altgrubu deni-
len ve teoride hesaplanmasi mimkiin olan bir altgruptur.
Kisacasi, H!(G,V) grubunun dojrudan dojruya hesaplanama-
d1g1 hallerde yapilacak ig, G'nin bir p-Sylow grubuilizerin-

deki bu konumlu derivasyonlari bulmaktar.

Kohomoloji gruplarinin hesaplanmasina Ornek ola-
rak Uglinci bolimde yararli olacak birkag¢ bilinen uygulama

Szetlenecektir [161]:

Teornem 2.6. ‘¢ herhangi bir grup, V de bir G-
modiilii olsun. FEder, G'nin merke-
zinde bulunan bir z elemani ig¢in, 1-z elemani V tizerinde

bir otomorfi oluyorsa, o zaman Ht(eg, v) = 0 sonucu ge-

cerlidir.
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Tspat : fe Der(G, V), =z de yukaridaki Szel-
likleri haiz bir eleman ise, her
k€@ igin,

f(xz) = ftzx)

olmalidir. Bu badintiya (2.4) uygulanarak

(z-L)f(x) = (x-1)E(2)

tiretilir. =z-1 bir otomorfi oldujuna gdre de

F(x) = (x-1){(z-1)"1f(z)},

vani f'nin bir ig¢ derivasyon olmasi gerektigi goriliir. Bu

da Teorem 2.2.'ye gdre H!(G, V) =0 demektir.
Bu teoremin bir uygulamasi da gudur:

Sonug 2.4, K, karakteristiqi 2'den farkli her-

hangi bir sonlu cisim, G =35L,(K)
Szel lineer grubu, v=k*® de, 6'deki matrislerin uygulandi-

g1 2 boyutlu vektdr uzayi olsun. O zaman,

H'(G, V) =.0
sonucu gecgerlidir.

Lspat : 1, birim matris ise, -1 eleman:,

SL, (K) grubunun merkezindedir
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ve Ko'nin karakteristigi 2'den farkla olduguna gdre -I-7 =-01
elemani da bir otomorfi olur. Simdi sonug¢, Teorem 2.6.'dan

elde edilebilir.

2.2. IKINCI DERECE
KOHOMOLOJT GRUPLARI

Bu bolimde son olarak ikinci derece kohomoloiji
gruplarina kisaca deginilecek ve bu konunun gruplar teori-

sine yapilan uygulamalari verilecek, bilinen baza sonuglar

ve bazi agik sorulardan stz edilecektir. E§er V, G grubu-~
nun komiitatif ve normal bir altgrubu ise, G=G/Vvern: G- G

dogal epimorfi olarak alindidinda

0+V>33ga1 . (2.16)

dizisinin tam oldudu gdrilidr., Tabii ki burada, G iginde
Vinin, G'ye izowmor!{ olan bir tamamlayicisinin bulunabilme-
si kosulunun saglanmasi gerekli veya miimklin olmayabilir.
Yine de (2.16) tam dizisinde bir normalize edilmis kesit, ya—
ni  weo = idy ve o(1l)=1 Dbadgintilarini gergekleyen bix

o: G+G tasviri vardir. Verilen bir tam dizi icin birgok
normalize edilmnig kesit var olabilir; ancak, bunlardan bi-
rinin G grubundan G'ya Bir homomorfi olabilmesi icin yeter
sart, (2,16) tam dizisinin bdliinmesi, baska bir deyigle,
V'nin G i¢cinde G'ye izomorf bir tamamlayicisinin bulunmasi,
veya G'nin V ile G'nin semidirekt bir carpimi olmasidir.
Aksi halde bir normalize edilmigs kesitin, bir grup homomor-

fisi olmasi beklenemez.
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(2.16) dizisi ig¢in belirli bir kesit, diyelim

o, segildikten gsonra

xov = 0(x)v o(x)7! xeG, veV oo (27

bagintisi yoluyla vV, bir G-modiilli haline gelir. Zira,
Vinin komiitawil olmasi dolayisiyla bu tanim, se¢ilmiy o-
lan ¢ kesidinden bagimsiz olacaktir. Simdi n.o0 = idg ko-

sulu yiliziinden x, yeG dg¢in

o(x)oly)o(xy)™ ! ev

olacagindan,

o(x)oly) = f(x,y)olxy) e (2.185

bagintisiyla bir 1:6xG~>V tasviri tanimlanabilir. x,y,

2 & G ic¢in (2.18)'e gbre
(0(x)o(y))(o(2)) = £(x,y) flxy,z)o(xyz)
olacak, ve, bu da asosYatiflik ve (2.17) yiiziinden

oG (0(y)o(2)) = o(x) £ly,z)olyw)

fl

o(x)F(y, )00 olx)olys)
Coxal(y Lo ey oGy )
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elemanina egit olacaga ig¢gin, v'deki operasyon toplama ol-
duguna gore her x, y, z & G icin

FCx,y )+ E(xy,2) = xof(y,z)+EF(x,y2) e (2.19)

bagintisi gercgeklenecektir. Boyle bir bagintiya gercekle-—
yen biitiin f:6xG»V tasvirleri, »?(¢,v) ile gdsterilen bir
komiitatif grup olugtururlar. Ayrica ¢ herhangi bir grup,
Vide bir G-modiild ise, (2.16) tam dizisini veren bir G
grubu olacaktir.

Sorun, (2.19)'u gercekleyen f tasvirinin, bagta
se¢ilmig olan o kesidine bagimli olmasidir, Efer (2.16)
tam dizisinde o yerine p kesidl se¢ilirse, her xeG Ig¢in
0(x) ve p(x) elemanlarinin farkinin V'nin ic¢ine digmesi

gerekecek, yani her xeG icgin
p(x) = alx)o(x) ool (2.20)

bagintisini gercgekleyen bir a(x) eV bulunacaktir. E§er
p kesidinin belirledigi 72?(G,V) grubunun elemanina g

denirse, yani

b(x)p(y) = g(x,y)plxy)
ise, (2.20) ve (2.17)'ye gbre
g, y)alxylolxy) = a(x)o(x)alyloly)

a(x)xealy)f(x,ylo(xy)

Il
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bulunur. Yine V'dcki operasyon toplama olarak alindifin-

dan, buradan

Flx,y)-p(x,y) = alxy)-xealy)-a(x)

ifadesi elde edilir. Eder a: G6»V herhangi bir tasvir

ise, bundan x, yeG ig¢in

falx,y) = alxy)-xoaly)-alx) ve. (2.21)

yoluyla bir f_ : G6xG6»V tasviril tiliretilebilir. Ustelik,
(2.21) bagintisini gergekleyen bilitlin tasvirler climlesi,
2%(G, V) grubunun, B?*(c, V) adi verilen bir altgrubunu
olugtururlar. Ozctlenceek olursa, (2.16) bagintisi igin
segilen iki kesidin 2%(G,V) grubundaki resimlerinin far-
ki, B2(Gg, V) altgrubuna dligmektedir. Boylece (2.16) tam
dizisini veren her G grubu, z°(G, V)/g* (g, v) grubunur
bir elemanini belirlemektedir. G'nin, katsayilari V'de olan

ikinci dereceden kohomoloji grubu  da

2 _ o2
H(c,v) = % (G’V)/BQ(G,V) el (2.22)

larak tanimlanir.

G bir grup, V de bir G-modiliu olsun ve

~ T
>

OrV-rG>Grl ile

-

T ,
OrV>+G>G 1
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tam dizileri verilmis olsun. E§er, asagdida verilen diyag-
rami komiitatif yapan bir ©: ¢ - G homomorfisi varsa, bu

iki diziye denk denilecektir:

~ T
O>V >0+~ 1

[l

i
O=+V+G=> 061

Bahsedilen olayain, (2.16) tipi tam diziler arasinda bir
denklik bagintisi verdigdi agikérdar. Ustelik, denk olan
iki tam dizinin orta terimlerinin (yani G ve G'nin) izo-
morfik gruplar olacagi da acgiktir, fakat bu kogul, iki
dizinin denk c¢lmas. igin yeterli degildir. Eder o: G+é,
bir normalize edilmis kesit ise, o takdirde p =000:G6+G da

ikinci dizi ig¢in bir kesit olacaktir. x, yeG igin

p(x)ply) = glx,y)plxy)
ise, 0 tasviri v lizerinde idy olacadgaindan
Go(x)Bo(y) ='g(x,y)Oo(xy) ce. (2.23)

bagintisi elde edilir. O bir homomorfi olduduna gdre (2.23}'

ten de x, yeG ig¢in

g(x)oly) = glx,ylolxy)
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bulunur. Yeni, denk olan tam diziler, %%(G,V) grubunda
ayni elemana tekabiil ederler.

Kargit olarak, eer fe %%G,v) verilmigsse, G,

V. ile G'nin Kartezyen carpimi olarak alinip v, weVv, :,yeG
ic¢in

(vox)(w,y) = (vixow+f(x,y), xy) ... (2.20)
bagintisi yoluyla bir grup haline getirilir. Ustelik,

TG G, n(v,x)=x ve i:V-G da i(v)=(v,1) 1ise,

dizisi tamdir, ve fe %°(G,V)'ye tekabiil eder. Buradan

asagidaki teorem elde edilmektedir [9, s. 711 :

Teonem 2.7, G herhangi bir grup, V de bir G-

modild olsun. Bu durumda

Q~>V~>E}—>G+l

tipi tam dizilerin denklik siniflari ile H?(G,V) gruba-~
nun elemanlari arasinda birebir bir tekabll vardir. Bu
tekabil altinca v ile G'nin semidirekt carpiminin denklik

sintfa, Hy(u?v) grubunun birim elemanina tekabill eder.

Ozetlenecek olursa, H°(G,V) grubunun triviyal

olmasi, (2.16) tipi her tam dizinin bdlinmesi gerektigi,
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dolayisz:yla G'nin v ile ¢'nin semidirekt carpimina izo-
morfik olacaji sonucunu dodurmaktadir. Ornedin, efer G
bir serbest grup i1se, her G-modiili igin durum boyledir.
Ilging¢ olan husus, H?(G, V)'nin triviyval olmadigi haller-
de elde edilen G gruplarinin yapisidir. BOyle gruplarin
varligir veya yokludu, sonlu basit gruplar lizerinde yapi-
lan arastirmalarda bir soru olarak belirmektedir. Bir
ornek olarak, 6 =1B8,(3) Chevalley grubu (yani 3 eleman-
11 cismin iizerindeki 8 boyutlu V vektdr uzayindaki bir cge-
git kuvadratik formun ortogonal grubu) ise, H?*(G,V) ko-
homoloji grubunun triviyval olmadigi, Gries ve Fischer'in
bu y1l basinda 2%¢3%%.5% « 7% ¢ 112.13% 17+ 190 230290 31 1o 47 o5 +71
( yaklagik olarak 8.08»10°%) mertebeli bir basit grup olan
F, (diger adiyla "canavar") grubunu inga etmeleri tizerine
kesinlik kazanmig bulunmaktadir. S6zl edilen kohomoloji
grubunun hesaplanmasinda cegitli gliglikkler oldugu, daha

tnceden bilinmekteydi [12],

Birincl kohomolojil gruplariyla ilgili bdliime pa-
ralel olarak, burada da &nce bir basit uygulama yapilacak

ve sonra bilinen sonug¢lara kisaca deginilecektir.

G=(x) bir devresel grup, V de herhangi bir G-

modilli olsun. Eder,

tam dizisi verilmigsse, n(u)=x olan herhangi bir ueG se-

¢ilsin. Bu durumda 0:G*G,

o() = uf ke el (2.25)
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olarak tanimlanirsa, o normalize edilﬁig bir kesit olacak-
tir. BJer C sonsuz bir grup ise, (2.25) ile tanimlanan

o tasvirinin bir homomorfi olmasi gerekeceginden HZ(G,V)=0
elde edilir. Halbuki G, mertebesi n olan sonlu bir grup-

sa,

(r)" = (™) = x0 = 1

olacagindan, u', V'nin i¢ine diiger. Ayrica her xeG igin

oCAOue (O™ = gkt = g ey el (2.206)

olmaktadir. Eder v6, Vv modiillindeki G- invariyant eleman-
lar cliimlesini gdsteriyorsa, (2.26)'dan v =ul evS  sonucu

elde edilir. Yani her normalize edilmis kesit, v6 climle-
sinin bir elemanina tekabil etmektedir. Yukarida secgilen
u yerine, ayn: kosulu saglayan bir baska eleman segilsey-
di, o elemanin bir weV ig¢in wu'ya esit olmasi gerekecek

ve ayrica

(wu)?

il

Gwuw) (w) ... (wu)

w(uwu‘l}(uzwu”z),,,(uﬂ‘lwu—(n~1))

Il

bagintisindan

(wu)tt = (l+X+X2+e.. xTHwit v
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oldugu gdérilecektir. Eger

G grubunun normu ise, iki ayr:r kesidin farkinin Nw, wev
olmasi gerektidi, yani norm tasvirinin resmi olan NV clm-
lesinin ic¢ine dlsmesi gerektigi agikérdir. Boylece, dev-

resel gruplarin ikinci devre kohomolojisi i¢in asagadaki

Leorem dopablanmey olmaktaday 19, . 391:
Teonem 2.8. ¢ devresel bir grup, V de herhangi
bir G-modilil olsun. O zaman
i; ¢ sonsuz bir grup ise H?(¢, V) =0,

ii) G sonlu bir yrup ise,

2 ~ G

olur.

Sonug 2.5. G=(x), mertebesi n olan sonlu dev-
resel bir grup, V de bir G-modild

olsun. #ger V, triviyal bir G-modill ise, o halde

w2, vy I vh, Ly

izomorfisi gergeklenir. Ustelik, eger uv=V ise, o tak-
dirde H*(G, V) =0 olur.

Ispat : Bu durumda her veV igin

Ny = (1+x+x+...4x71)v =nv
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olacagir ig¢in NV =nV elde edilir. $imdi sonug agikardir.

Bu sonucun bir uygulamasi, yine cisim genigleme-
leri lzerinedir. Bir I cismi ic¢in (I, +) o cismin eleman-—
larinin toplama altinda olugturduklari grup, L* da L'nin
sifirdan farxli elemanlarinin garpma altinda olugturdukiari

grubu gbstersin.

Sonug 2.6, G, K& I cisim geniglemesinin Ga-
lois grubu olsun. EJer bu genigle-
me normal, ve G de sonlu devresel bir grup ise, o zaman
. 12 (-
i) ne(c, (L, +)) = 0 ve

ii) HZ(G, L®) K& /g, o
sonuglari gegerlidir.

Ispat : i) Verilen cismin geniglemesinin

normal olmasi,

(L, +)6 = (X, +)

demektir. Dclayisiyla efer G=(x) ve G'nin mertebesi a ise,

her acl igin

Na = (l4xt ...+x""Ha

elemani, K cisminin ig¢ine diisecek ve karsit olarak da K
cisminin her elemani Na, aecl olarak ifade edilebilecek-
tir. Kisacasi NV = (K, +)'dir. DBu durumda Teorem 2.8.

uygulanarak istenilen sonug elde edilir.
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ii) Geniglemenin normal olmasi,
(L*)8 =K* sonucunu verir, Yine Teorem 2.8. uygulanarak

bu kisim da ispatlanmig olur.

Birkag¢ ornekleme yapilacak olursa, L =€, K =IR

ise, G=(x) grubunun mertebesi 2 olur, ve x,.

x(a+bi) = a-bi , a, belR
olarak tanimlanir. Yani eder z=a+bie ¢ ise,
Nz = 2% = a?+b?,

bagintisi dolayisiyla NC* grubunun, pozitif reel sayilar+:
rin garpma altinda olugturduklari gruba izomorfik oldugdu

gdrildr. Bu durumda 1IR¥ /ey 9grubunun mertebesi 2 olur,

yvahut farkli bir deyigle
H2 (G, ¢*) 2 %,

izomorfisi bulunur. Ote yandan, L =Q(i), K =¢Q ise,
H2 (¢, L*) grubu, 4, cismi {izerinde sonsuz boyutlu bir

vektdr uzayidrr.

Bu arada, © bir grup, V de bir G-modili 1ise,
cesitli derecelerden HO(G, v) kohomoloji gruplari arasin-
daki bazi kanonik tam dizilerin varliga yizinden belirli
iligkiler bulundugu [9, s. 18; 7, s. 1891 kaydedilmeli-
dir. Dolayisiyla, 00(6, v) biliniyorsa, HOtk(G, V), k21
gruplarinin ne olduklarini bulmak icin szl gegen kanonik
tam diziler yoluyla indiksiyon yvapmak, gegerli bir metot-

tur. Bagka bir husus ise, H#"(G, V), n=1,2 gruplarinin,
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¢'nin belivt i normal altgruplar: ve ¢'nin bu altgruplara
bolim gruplara cinsinden, yine belirli tam diziler yardi-
mi ile ifade edilc¢bilecegidir (3, s. 2193 4, s. 240; 9,
s. 881 . Birinci derece kohomoloji gruplarinda oldugu gi-
bi, eder G, karakteristigi p olan sonlu bir cisim lzerin-
de kurulmusg bir Chevalley grubu, P de G'nin bhir p-Sylow
altgrubu ise, H’(G, V) de, H?(P, V)'nin bir altgrubuna 1i-
zomorfik olacaktar. Dolayisiyla, p-Sylow gruplarinin ko-
homolojisinin belirlenmesi, problemin ¢&ziilmesi igin ilk
adimdir. Kisefodlu [12], sonlu ortogonal gruplar iizerin-
deki ikinci derece kohomoloji gruplaraini arastirirken bu

yolu izlemigtir,

Yine G,  elemanli bir sonlu cisim lizerinde ta-
nimlanan Lie tipi bir grup (lineer gruplar, ortogonal grup-
lar, simplektik gruplar, Suzuki gruplari, v.s. gibi), ve
vV de G'nin indirgenemeyen modillerinden biri ise, H?(G,V)
kohomoloji gruplari ¢odunlukla bilinmektedir. Bu konuda '
caligan eragtirmacilar arasinda McLaughlin [16], Griess
(81, Bell {3, 4, 51, Landazuri [14], Avrunin [1, 2], Ki-
5u£u§JurlL2,'l3l, Sah 17, 181 ve didgerleri sayalabilir.
Sonug¢lar, ikinci dereceden kohomoloji gruplarinin da be-
lirli &zel haller digsinda triviyal clduklarini gdstermek-
tedir. 1Ilginc &zel hallerden biri, McLaughlin'in bir teo-
remine gére K =Gr(2%), s 2z 3 ise, H?(SL,(K), K*) gru-
bunun K cismi iizerindeki boyutunun 1 oldududur. Bir son-
lu cigim {izerinde kurulmug olan &zel lineer gruplarin cge-
sitli modiilleri {izerindeki kohomoloji gruplari hakkinda
bilinen sonug¢lar, [3., Tablo ll'de dzetlenmigtir. Suzuki
gruplarinin da standart (4 boyutlu) modiilleri lizerinde trivi-

yal olmayan kohomoloji verdikleri gériilmektedir (5, Teo-

rem 2.3.1.
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GL,(R)  GRUBUNUN
BAZ} ALTGRUPLARININ, STANDART MODOLLER?
OZERT'DEKT KOHOMOLOJI GRUPLART

Bu bdliimde ele alinacak olan konu, belirli matris grup-
larinain, onlarin standart modliilleri ilizerindeki birinci de-
rece kohomolcjilerinin hesaplanmasidir. ZIkinci bdlimde &-
zetlenen sonug¢lardan farkli olarak, burada herhangi bir
halka {izerindeki matris gruplari ele alinacak, yani matris
gruplarinin cisimler {izerinde kurulu olmasi sarti kaldiri-
lacaktir. Elde edilen sonuglar, birinci derece kohomoloji-

nin birgok halka i¢in yine triviyal oldujunu gdstermektedir.

R, brrim elemanina sahip herhangi bir halka olsun® (R
komiitatif  dahi olmayabilir). R iizerindeki bitiin nxn
nonsingiiler matrislerin olusturdugu genel lineer grup GL,(R)
ile gbsterilsin. LJer I, nxn birim matris ve Eij , i'in-
ci satiri ve j'inci siitununun cakistigi yerde 1, diger bl-

tiin yerlerde de 0 olan nxn bir matris ise,

P\i](t)z I+tEi] ,’l#']‘ s tER PR (3,_‘_)

bagintisiyla tanimlanan xij(t) matrisine elemanter bir mat-

ris denir. Elemanter matrislerin herbiri GIL {R) grubunun

“Bu aragtirmadaki her halkanin bir birim elemanina sahip oldvgu
ve bu birim elemaninin halkadaki sifirdan farkli oldugu varsayilacak-
tir. :

38
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bir elemani oldudu ig¢in, bu matrislerin dogurdugu E,(R)
grubu, genel lineer grubun bir altgrubu olur. Ustelik,
efer R halkasi komiitatif ise, o takdirde determinant xav-
rami anlam kazanacadindan E,(R), determinanti 1 olan nxn
matrislerin olugturdudu SL,(R) 6zei lineer grubun icine
diger. Teorem 3.1.'de, R herhangi bir cisim veya bir Ok-
lid halkasi oldudu zaman, FE,(R) altgrubunun; SLy(R)'nin
ttunline egit olacagi ispatlanmaktadir. Dolayisiyla, bu
durumda E;(R) ig¢in ispatlanan her sonug, SL,(R) ig¢in de
gegerli olmaktadir. EJer R halkasi lzerindeki nxl siitun
matrislerinden olugan GL,(R)-modlili, R!? ile gb6sterilirse,
RD ayni zamanda E,(R) i¢in de bir modiildlir. Bu RP modi-
line, GL,(R) grubunun standart modili denir. Bu bSllmde
H'(E,(R), RM) kohomoloji gruplari oldukga genel bir bi-
¢cimde incelerecektir. Kohomoloji gruplarinin hesabina
gegmeden &nce ShL(R) ve ©,(R) gruplari arasindaki ilig-—

kiyi belirleyen bir teorem ispatlanacaktir.

Teorem 3.1, L&er R bir cisim veya bir Oklid halkasi ise,

o zaman her n 2z 1 igin B, (R) ve SL,(R)

gruplari egittir.

Ispat : R bir 0klid halkasi oldugunda teoremin is-
pati (15! *de bulunabilir. Burada teorem,

R'nin bir cisim oldudu durumda ispatlanacaktir.

R herhangi bir komiitatif halka ve Me SL,(R) ise, M
matrisi sagdan (veya soldan) belirli elemanter matrisler-
le carpilarak M'nin sltunlari (veya satirlari) ilzerinde
cesitli islemler yapilabilir. Ornegin, M'yi sagdan (3.1)
bagintisinda tanimlanan x;;(t) ile garpmak, M'nin i'inci
stitununu t ile ¢arpip j'inci sltununa eklemek demektir.

Avni sekilde M'yi soldan xij(t) ile carpmak, bu iglemi
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M'nin satirlari lizerinde yapmak olur. Eger, sonlu sayaida
bu tlirden elemanter matris operasyonlari sonunda ¥ matri-

. s .
si, M matrisipce dénligiyorsa, yani a,, A,, .. A B

o 12

Bay -+., Bcob (R) dgin

BiBy *f B M AJA, "0 A, = M7

oluyorsa, o zaman M~ matrisinin B, (R) altgrubunda olmasi,
M'nin de ayni altgrubun icine digsmesini gerektirir. 0
halde, R herhangi bir cisim ve Me SL,(R) ise, M'nin

Il,(R) altgrubunda oldugunu g&stermek ic¢in M matrisini yu-

karaida bahsedilen yolla idantik matrise ddnilistirmek,

t,,(R) = s5L,(R) sonucunu ispatlamaya yeterlidir. Bu ispat,
n lUzerinde indiksiyonla yapilacaktir. n=1 di¢in durum
aciktir. Simdi n>1 oldugu varsayilacak ve teoremin her
k<n ig¢in gegerli oldugu kabul edilecektir.
My My2 a0 e Mhn
M = m,, , mijaR, 1< i, J £ n
m . T |

olarak ifade edilirse, O zaman eqef my, = 1 ise, M'nin 1
inci satirinin belirli katlarini dider satirlara, ve son-
ra 1'inci siitunun belirli katlarini dider siitunlara ekle-
mek yoluyla ",



matrisine d¢niglir. TUstelik bu iglemler, determinanti ko-
rudugundan dct My =det M = 1'dir. Indiiksiyon hipotezine
gbre M ESLn~1(R)=l%yq(R) oldudundan, Me SL,(R) sonucu

elde edilir.

Eer m,- #1 ise, o zaman iki hal ortaya c¢ikmaktadir.
Bunlarin ilki, bir 2 < 4 < n icin mlj;éo olmasi duru-

mudur. R bir cisim oldugu igin

Lo-myy = m, 5% e (3.2)

denklemini ¢ozen bir xeR bulunabilir. Simdi, M'nin '

inci sltunu (3.2) bafintaisinda verilen x elemaniyla carpi-
Tarak 1'inci situna eklenirse, M matrisinin sol iist kdsc-—
si yine 1'e doniliglir. Bu hal ig¢gin yukarida ispat verilmisg-

tir.

Geri kalan hal, w,; # 1 ve her 2<j<n ig¢in my 3 # 0
durumudur. Bu halde, M nonsingiiler bir matris oldugu i-
¢in, M'nin ikinci siitununda sifirdan farkli bir elemar bu-
lunmaladir. Yani O6yle bir i vardir ki, 2<i<n ve m,, #0
olmalidir. O zaman, i'inci satir, 1'incli satira eklere-

rek M,

My, tmgy Mgy, eee Mg
1y, Moy eee oy
m PR, m_

| o, no nr -
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matrisine doénligtlirilebilir. EJer m;,%m; =1 ise mesele
11 i i oo
yoktur. m, +m. #1 olsabile, m, #0 oldugundan, yukari-

daki hal ig¢in verilen ispat gecerli olacaktir. Kisacaszi,
E,(R), SLy(R)'yve egittir. '
/
Simdi, ileride yapilacak olan kochomoloji hesaplarinda
kullanilacak olan bazi matris cebiri sonuglari, bir lemma

halinde verilecektir.

Lemmna 3.7, llerhangi bir halka Ulzerindeki genel lineer

gruptaki elemanter matrisler, asafidaki badintilari ger-

ceklerler:
i) ij(t)ku(s) = xpq (s)x35(t) s, teR,
J#k, i#2 ..(3.3)
ii) xij(t)xjk(s)xij(—t)xjk(—s)::xik (ts),
s, teR, i#j, j#k, k#L. ... 03.4)
Tapat : Basit bir matris hesabil sonunda bu baginti-

larin gercekligi ortaya g¢ikar. Esasinda
bu bagintilar, R, 'ir cisim oldugunda, Lie tipi gruplar i-
¢in gegerli olan Steinberg komitasyon bagintilarindan (19,

s. 66 ve 72] Dbagka bir gsey degildirler.
Bu bdliimdeki en genel teorem gimdi ispatlanabilir:

Teorem 3.2. R herhangi bir halka ve nzH ise, H'(E(R),R1)=0

sonucu gegerlidir.

Ispat : txinci bdliimdeki sonuglara gore (Teorem 2.2.),

E,(k)'den RM'e her derivasyonun bir i¢ deri-
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vasyon oldugunu gbstermek yeterlidir. feDer(h (R), R™)

alinip, (3.3) bagintisinin iki yanina uygulanirsa, (2.4)'e

gore JAk, i#4 icin

xi}(t)f(xkg(s)) + f(Xij(t)) in(S)f(xij(t))+f(xkz(5))

1l

clde edilir. Dolayisiyla

(1 - xij(t.))f(xk%(s)),

~~
i
)
~~
c
N
N
il
—~
X
[
e
~~
s
~—
e’
H

ve buradan da (3.1) bagintisi kullanilarak

f(xkg(s)) ... (3.5)

s Lkgf(xij(t)) =t Ejj

bulunur. (3.%) bagrntaisinin sol tarafinda, k'ainci satir
digindaki her koordinat sifira esit olacak, ancak k'inca
satirda

:;('l(xij( L)) 'nin £ Yinei koordinata) .. (3.86)

gdzlikecektir. Ayni sekilde, (3.5)'in sad tarafinda i'in-

ci satir disindaki her koordinat sifar olacak, ifinci sa-

tirda da

t+(t( :n&(:;)) "nin j'inci koordinati) ... (3.7)
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bulunacaktir. Halbuki 15 i, Sy, i#] verildiginde, nZu
oldugu ig¢in, dnce 1SL<n, 0#i,] alinabilir ve sonra da
1€ks$n, k#1,7,0 seg¢ilebilir. Bu durumda k#i oldugu i-
¢in (3.6) ve (3.7)'den elde edilen sonug, her teR ve

her 2#1i icin,

f(xii(t))'nin % tinci koordinati = 0O
oldugudur.

$imdi her i#j, her teR ig¢in, f(x;i;(t))'nin i'inci
satira digindaki her koordinatinin sifir oldudu kabul edil-
sin (nzt ise bunun saglandigi yukarida gdsterilmistir).
Once f eDer(E, (R), RP) ve A, B, C, D e E,(R) ise, deri-

vasyon kurali (2.4)'d birkag¢ kez uygulayarak

f(ABCD) = £(A)+AL(BCD)
F(A)+AF(B)+ABF(CD)

FA)+AF(B)Y+ABE(C)+ABCE(D) ... (3.8)

Il

1l

il

bulunacag: agikdrdir. feDer(En(R), RM™), (3.8) kuralina
uyularak (3.4) bagintisinda verilen komiitatdre uygulanacak

olursa o, iR, 147, Fd#k, k#i dgin

£Qxy, (1)) f(xij(t))+xij(t)f(xjk(s))
+ Xij(t)Xjk(S)f(Xij(“t))

+ Xj_j(t)xjk(S)Xij(_t)f(xjk(—s) )

vani
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flxg (ts)) = f(Xij(t)+Xij(t)f(xjk(s))
+ X-L_](L)Xjk(S)f(le(_L))

+ xik(ts)xjk(s)f(xjk(—s)) ... (3.9)

elde edilir. f(xi](~t))'nin, valnizca i‘'inci koordinata

sifarrdan farkl: olabileceg§i ig¢in, her & ve her k#i ig¢in

gy () e 00 = e (- 0) el (3.10)

olmaladair. (3.10) denklemi (3.9)'a yerlesgtirildiginde

LG, () = Flx. (O, (£)ECx., (8)
1k 1] 1] Jk

+ f(x,  (-o)+E(x,, (-8)) Lo (3.11)
ij ik

oldugu goriilir. Ote yandan xij(—t)=(xij(t))_1 oldugundan,
(2.5) ve (3.10)'a gbre

f(xij(—t)) = xij(—t)f(xij(t))=:—f(xij(t)) e (3.012)

bulunur. Simdi (3.11) ve (3.12) fden

11

L(xik(ts)) (xij(t) - I)f(xjk(s))

il

tEijf(xjk(S))

elde edilir. Dolayisiyla,
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f(xik(ts))'nin i'inci koordinati

- l(L(Xjk(u))'nin J'inci koordinati) .. (3.13)

egitligi vardir. (3.13)'e gbre, f(x;3(ts))'nin i'inci ko-
ordinatinin i'den bagimsiz olmasi zorunludu ortaya ¢ikmak-
tadir. O halde

€]<(s) = f(xjk(s))’nin j'inci koordinati (3.14)

olarak tanimlanirsa, (3.13)'ten, her seR igin

Ek (tS) t gk(S) PR (2.15)

elde edilir. Lger
g = &) , 1<k<nm

denirse, (3.15)'ten

£ (1) =t & , teR ... (3.18)
bulunur. veRY,
" 1
€1
£z
v o= :
Ek

seklinde tanimlanan bir eleman ise, o~palde
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(xij(t)—l)v =t Ei v o= :f(xij(t))

elde edilir. Yani £, E (R) grubunu doJuran her xi4(t)
elemani1 izerinde, yukarida tanimlanan veRD ile belirle-

nen bir i¢ derivasyon olmaktadir. Derivasyon kurali (2.4)°

in sonlu sayida elemanin g¢arpimina genellenebilecedi cigli-
nlillirse, bundan f'nin, xij(t) elemanlarinin sonlu carpim-
lari, yani tim E,(R) grubu lizerinde bir ig¢ derivasyon ol-
mast gerektigl ortaya g¢ikar. Bu da, n 2 4 igin H'(EL(R),RD)=0
demektir,

Yukaridaki "ispatta kullanilan y6ntem, n=3 ig¢in gegerli
olmamakla biriikte, ondan hareket edilerek, oldukg¢a genel
bir halkalar kiimesi ic¢in H'(E;(R), R*) =0 oldugunu ispatla-
mak mimkiindiir. Bunun i¢in, yukarida gdzlemlenmis olan bir

husus, ayri bir sonug¢ halinde ifade edilecektirs

Sonug 3,1, R herhangi bir halka, feDer(E, (R}, R™) olsun.
Eer n23 ise ve her 1£1i,j <n, i#j, ve her

teR igin, £(x,.(t))'nin i'inci satiri digindakl her koor-

1]
dinat sifira esitse, o halde f, bir i¢ derivasyon-
dur.
Tspat : Teorem 3.2.'nin ispatinin igindedir.

n=3 durumunu cle almadan &nce matris gruplar:i hakkinda

baz1 sonuglara ihtiyag vardir.

Teorem 3.3, ¢ herhangi bir komiitatif halka ise, her
a2l ig¢in, Ep(R) grubu, SL,(R) grubunun diya-

gonal matrislerden olugan altgrubunu igerir.
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Ispat s Teoremin ispati, n lzerine indiikksiyon ile

olacaktir. =n=1 igin sonug agikardir; bun-
dan sonra nzz olarak alinacak ve teoremin her k<n

icin
gecerlil oldudu varsayilacaktir,

up O . 0 ]
0 ST 0

D == . . s U1, Uz ..., Upely,
0 Ovevn

determinanti 1 olan herhangi bir diyagonal matris olsun.
Teorem 3.1.'in isputinda agiklandigir gibi, eger D, E (R)
grubunun bazi elemanlariyla saddan veya soldan ¢arparak
yvapilan belirli elemanter matris operasyonlari sonucunda
D" matrisine ddnligliyorsa, D” matrisinin L,,(R) altgrubun-
da olmasi, D matrisinin de ayni altgrubun igine dﬁ§mesi—'
ni gerektirir.

Simdi u; kere b'nin birinci siitunu, ikinci s{ituna ek-

lenirse I matrisi

u, u, 0 ... OW
0 uz O ... O
b= . . .
0 O . .« « + Uy
matrisine déniisir. D singliler olmadigina gdre, her 1sisn

icin ui, R halkasinda bir aritmetik birim elemanaidir. Do-

layisiyla
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Uix+tuy, = 1

denkleminin R halkasinda x igin bir ¢6zUmd bulunur. x ke-

' o . C e .
re Dy 1n ikincl situnu, birinci siitununa eklenirse D;'den

1 U, 0....0 |
XU Uy Oeeus O
Do= ’
2 0 0
| 0 O « . . uy |
elde edilir. (-xu;) kere D, 'nin birinci satiri, ikinci sa-
tira eklenerek de
"1 u o o] l1 vy o 07
0 wuz(l-xui) O O 0 uu, 0 O
D: =
3 0 0 uz 0 0 0 u; O
0 0 0 uy| |6 0 0 uy

L [ S . _

bulunur. Simdi D,;'i#in ikinci satir: (U1U2)_1 ile g¢arpila-

rak birinci satirina eklendiginde elde edilen matris

i ]
10 0 0
0 u, O 0
Dy= 10 O us 0
0 0 0 up
L. . L

olur. b, 'lin sad alt kdsesindeki (n-1)x(n-1)
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v 0 .. U
) 13
00y

diyagonal matrisi, SL,_,(R) grubunda oldugu.igin, indik-
siyon hipotezine g&bre bu matris En_l(R)'nin bir elemanai-
dir. Dolayisiyla D, e E,(R) olmaktadir. Bundan da,
bagta yapilan agiklamanin igidinda D matrisinin E,(R) gru-

bunun ig¢ine diigmesi gerekti§l sonucu ortaya gakar.

K, herhangi bir komiitatif halka olsun. Eger x €K igin,
x? - x elemani bir aritmetik birim ise, o taktirde x ele-
manina bir gig¢li aritmetik birim adi verilecektir. Bu ko-
sul ise, x, x-1 ve x+1 elemanlarinin ig¢lnlin de birer a-
ritmetik birim elemani clmasi kosulu ile ayni anlama gelir.
Bir gliglli aritmetik birim elemanini igeren halkalar arasin-

da agsagidaki Ornekler sayilabilir:

1. X, en az 4 elemani olan bir cisim ise, K'da bir
gligli aritmetik birim elemani vardir. Clnki eger

K'nin karakteristigi 2 degilse, xe K ig¢in x, x-1 ve x+l bir-
birlerinden farkl:y li¢ eleman olacaklardar. Halbuki,
K # GF(4) olduguna gére, K cisminde en az 5 eleman vardir.
0, 1 ve ~1'den farkl: herhahgi bir eleman da, bir gig¢li
aritmetik birim olmak zorundadir.Ote yandan, K'min karakte-
ristigi 2 ise, o halde xeK ig¢gin x-1l=x+1 olacagindan,
0 ve 1'den farkli herhangi bir eleman, bir gligli aritme-
tik birim olacaktir. Bunun icin de K'da en az 4 eleman

bulunmasi yeterlidir.

2, %, halkasinda bir gicld aritmetik birim olmasi i-

. 4 s .
¢in gerek ve yeter gart, n ile ¢'nin birbirlerine
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asal olmalaradir. Clinkii, x herhangi bir tamsayi ise, x-1,
x veya x+l tamsayilarinin biri 3'e, en az biri de 2've bo-

lineceginder, her x tamsayisi igin

Kl = (x=D)x(x+1) 2 0 (mod 8)

yahut

Z x (mod 6)

X
i

olmalidir. Ustelik, 2°

-2 =6 egitliginden, n ile 6 birbir-
lerine asal ise, 2'nin bhir gliclld aritmetik birim elemana

olmasi gercktidi ortadadix.

3. Oger K, bir gilicld aritmetik birim elemanini ic¢eren
bir komiitatif halka ise, K lizerindeki s degisken-

1i (s21) polinom halkasi ile K {lizerindeki s degigkenli
(521) kuvvet serileri halkasi da birer gli¢li aritmetik bi-

rim elemanina sahiptirler.

Bu arada, bir gligld birim elemanini igermeyen komiita-
tif halkalar arasinda sunlar sayilabilir: Tamsayilar hal-
kasi; 6 ile n'nin birbirlerine asal olmadiklari durumlar-
da %n; %, veya %, Uzerindeki herhangi bir polinom halka-
s1; 4, veya %; Uzerindeki herhangi bir grup halkasij

2’1/2 @ 7&42, V.S.

Simdi verilecek olan teorem, n=3 durumundaki kohomo-
loji hesabinda giicli aritmetik birim elemanlarinin ne ya-

rarl oléugunu aciklayacaktir. Sonradan da bu teoremin kap-
sami diginda kalan bazi &zel halkalar, ayri ayri ele ali-

nip incelenecektir.
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Teonem 3.4, R-herhangt biv halka, & ise R'nin komiitalif
bir althalkasi olsun. Egder K, bir gicli a-
ritmetik birim elemanini igeriyorsa, o zaman

Hl(Eg(R), Ra) = (

olur.

I1spat : SL3(K) grubunun diyagonal altgrubu H ile gds-
terilirse, Teorem 3.3.'e gdre U, L, (R)'in
bir altgrubu olur. wueK, bir gligli aritmetik birim elema-

ni1 ise o halde

A = u el

ve ayni zamanda da (A-T)eSL,(K) olur® A elemani, lI grubu-
nun merkezinde oldugu igin, Teorem 2.6.'ya gdre H'(H,R) =0
sonucu elde edilir. Dolayisiyla, eJer feDer(Es(R), R¥)
verilmisse, f il olarak gdsterilen f'nin H'ya kisitlamasinan

sifira egit oldugu varsayilabilir.

1y
B = Uy el
Uy
ise, her i#j ve her teR igin
£)R™Y = x:s(us 1 .
B xij(L)B le(ul t uj ) \)

oldugu agikardir. (3.17)'de 'Uﬂ.VeAhi:hfﬂl olarak alinip,

yluao oldugu akilda tutularak bu bagintaya f uygulanirsa,
“Bu bolimdeki matrislerde bog biraki
cgit oldugu kabul edilecektlr,

lan yerlerin herbirinin sifira
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BG4 (1)) = £, (1) ... (3.18)

bulunur. v bir giigli aritwetik birim elemani oldujuna ¢g&-
re, Ozdegerleri u, u ve u~? olan bu B matrisi ig¢in, B-I
matrisi singiiler olmayacaktir. Dolayisiyla (3.18)'den
l(>ﬁj(]))ﬂ) sonucu ortaya ¢ikar. $imdi (3.5) bagintisin-

da t=1 ve i=k alinirsa, j#k, i# ve seR igin

L (o & =8 by f(x L)) =
i i(xi%( ) Ly £( ij(])) 0
oldugu gorilir. Yani,’f(xiﬁ(s))'nin, it*inci koordinata
harig her koordinati: sifira esittir. Sonug 3.1.'e gobre

ise bu, 'R, ®R)=0 demektir,

Yukarida belirtildigi gibi, n ile t aralarinda asal
degillerse, 7%, halkasi bir gligli aritmetik birim elemani-
ni igermemektedir. Onun igin &nce Teorem 3.4.'Un kapsami-
na girmeyen Z, halkalarinin birgogu ig¢in HY(E4 (%), Zp*)
grubunun ne oldugu sorusunu cevaplayan bir teorem verile-
cektir. K, komiitatif bir halka ise, K'daki aritmetik bi-
rim elemanlarinin carpma altinda olusturduklari grup,U(K)

ile gBsterilsin.
Teonem 3.5. K herhangi bir komiitatif halka olsun. Efer

U(K) grubunda u?#1 olan bir u elemani bulu-

nuyorsa, O zaman

(R, (K), K¥) =0

olur.
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Ispat : Feber(3(K), K¥)  verilmigse, Sonug¢ 3.1.'e gb-
re 124, <3, i#j ve teK icin F(x;5(t)) "nin

i'inci koordinati diginda biitiin koordinatlarinin sifira e-

$it oldujunu gO8stermek yeterlidir, T,(K) grubunun divago-

nal altgrubu U ile g8sterilir ve f

K

fo| , £;: Bs(K)>K, i=1, 2, 3
RE

£ =

geklinde koordinat fonksiyonlari cinsinden ifade edilirse,

herhangi iki

A = Us eH ve B= Vo et
U3 V3
alinip, AB=BA denkleminin iki yanina f uygulandi§inda,

up=1  dise [,(A)=0 olduju gdriliir. Ayrica (3.17)'den

oldugu hatarlanirsa, bu bagintiya f derivasyonunu uygula-

° It

yarak i=1, j=2 dg¢in

Ul"l(xlz(t)) = lll‘L'UZ—lfz(A)'l'fl(Xlz(Ultllz—l) [ (3.19)
sz:yv(XIZ(»L)) = fZ(X]_Z(Ul-tUZ—I)) e o (3.20)
g bglxy2 (L)) = Falxyg (uytu, ™)) (3.21)

bulunur. (3.20) bagintisinda u,=uz=u alinarak, her

ueU(K) digin
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U Fy (g, (8)) = £, (xy, (1)) .. (3.22)

elde edilir. U(K) grubu triviyal olmadigina gdre, 1'den

farkla bir wue U(K) bulunacaktir. Dolayisiyla (3.22) 'den
her +teK ig¢in ‘

Folxy () =0 ... (3.23)

gsonucu elde ecilir.

Simdi (3.21)'de wuj;=u=u,” ', u,=1 alinarak
u Fylxy2 (1)) = £3(x (u71t)), ... (3.21)

ve yine (3.21)'de wu;=1, ug=u=u, ! alinarak da

U fa(x12(t)) = f{x, (ut)) .. (3.25)

oldugu gorilir. (3.24) ve {(3.25)"ten ¢ikan sonug isce

W Fy(xpp (1)) = um (%, (6))

yvani her u e U(K) igin

f3 (le_(’t))

il

112f3(>"-12(t))

oldugudur. Bastaki hipoteze gore, uw?#1 olan bir aritmetik

birim elemani u bulundugu ig¢in
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f3(X12(t)) =O -.-'(3-26)

olmalid:zr. BOylece (3.23) ve (3.26)"dan, f(x;, (t))'nin,
birinci koordinati diginda biitiin koordinatlarinin sifira
egit oldugu go&riillir. Halbuki bu ispat, herhangi bir xiﬁt}

i¢in de gegerli oldujundan, istenilen sonug elde edilmig
demektir.

$imdi amag, %, halkalarinin hangileri icgin u?#1 olan

bir uve U(Z,) bulundugunu saptamaktair.

Teonem 3.6. EJer Zp halkasindaki her aritmetik birim

elemani u, wu®=1 bajintisini gercekliyorsa,
o takdirde n, 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12 veya 24'e egilittir.

Tspat : Her u eU(Z,) ic¢in u®’=1 oldugu varsayilsin.

n tamsayisi asal g¢arpanlarina ayrilarak

olarak vyazilabilir. Burada p,, Py, --.»> Dp'nin birkirle-
rinden farkli asal sayilan olduklari ve her 1<ispr ig¢in

k;2 1 olduga kabul edilecektir. Komiitatif gruplarin ya-

i..
pisi lizerindski bir teoreme gore bundan

VAN 4 .87 .. (3.27

bz @6, ® @ b ke )
izomorfisi elde edilir. (Burada H & K, Il ve K gruplari-
nin direkt ¢arpimini ifade etmektedir) . (3.27)"'den

U(z,) 2 U(2, 5 ) @ UL, ) ©. ..
) 2

k
E 1 p

® U(Z, x ) ... (3.28)
%,p ,



(O]
~

olmasy gerektigl goriltir.  EBger ¢(w), Lubor - fonksiyo;
nunun n tamsayisi {izerindeki degerini gbsteriyorsa,U(%,ki)

grubunun mertebesi

. k-1
‘ 1 = . A - . RIS
My )= py (p-1) ce (30w
olur. Bundan da agadirdakl sonuglar c¢lde edilebiliv:
1. I&Eger Py ise, k; =1 olmalidir. Aksi taktirde

(3.29)%a gbre Dy U(izL ) grubunun mertchesini

N
) [ . . .L.

boleceginden, (3.28) izomorfisine bakilarak U(%,)'de mer-
tebesi v'den biylik bir eleman olmasi gerektigi sonucuna

varilir ki, bu da bastaki hipoteze aykiridar.

2. BEger p,;>3 dse, o zaman Z; grubunun direkt g¢ar-
panlarina ayrilmasinda (3.27)'ye gbre bir 4, di-
. i

rekt ¢arpani bulunacagindan, U(4,) grubunda mertebesi
pi~1 >2 olan bir eleman elde edilir. Dolayisiyla, o tam-
say1isinin asal carpanlari arasinda 2 voya 3'ten basgka bir

asal sayainan kuvveti bulunamaz.

3. Bu durumda un, 3. 2K seklinde bir sayiyi bdlmelidir.
Fakat kzi4 ise, U(Z% ) grubunda 3 (daha dogrusu

3'{in kalan sini1fi), mertebesi 2'den fazla bir eleman ola-

caktir. Yani k$3'tiir. Bundan da

n=1,2,3, 4, 6,8, 12
veya 24 ... (3.30)

sayilarindan kaska ¢oziim olmadig: gbriiliir. Gergekten de
(3.30)'da verilen her n ‘deferi igin, U(%,) grubunun her

elemaninin karesi 1'e egittir.
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=2

veya 3 oldugunda %, bir cisim olmaktadir, ve bu

durumda McLaughlin'in bu teoremi'ne gdore [3, 16] sonug

HY(SLy (%), Z4°)

il
c

fakat

[
I

dim,ﬁ62 Hl(SLa(Zz), Zx’za)
seklindedir.
Bu sonucglar, asadida dzetlenmektedir:
Sonug 3.2, i)  R=%,, n#2, 4, 6, 8, 12 veya 24 ise,
HY(E,(R),R®) = 0

sonucu gecerlidir.

ii) R, 1i)'deki halkalardan biri, S ise R
{izerinde s dedigkenli (s21) polinom
halkasi veya s degiskenli (s21) bir kuvvet serileri halka-

s1 ise,
H'(E4(8),8%) =0
olur,

i1ii) R, Géuss tamsayilari halkasi ise,

HY(E4(R),R®) =0

olur.



1spat : Yaluizca iii)'dn ispati kalmistir; clinkl
ii)'de, U(s) grubu, U(R) grubunu igerdigin-
den, "Peorem 3.5."teki ispat, $ halkasiy i¢gin de gegerli ol-
mak tadrr. iii) i¢in ise, Gauss tamsayilari halkasindaki
i aritmetik birim elemaninin, i?=-1#1 baintisini gergek-

ledigini sdylemek yeterlidir.

Hakkinda 1=3 hali ig¢in heniiz birsey sdylenmemis bir
Snemli halka, tawsayilar halkasidir. Esasinda Sah'in iki
teoremine gore [17, s. 276 ve s. 2951, n=2 veya 3 oldugun-
da ‘

HY(SL,(Z), 20) = 0

sonucu gegerlidir. Burada bu sonug¢larin ispati farklai bir
yontemle yapilacak ve bundan da n=2 veya 3 durumunda tam-
sayilar halkasi lzerinde kurulu polinom halkalarinin koho-

wolojisinin de triviyal oldudu gbsterilecektir,

Teorem 3.7, Tamsayilar halkasi igin
L) nltey),t)y =0 ve
ii) (B, (4),4%) =0
sonuglary gecerlidir.
Tspat : i) Once, % bir 6kiid~halka51 olduguna go-

re, her nxl icin i,(2) = oL, (%) oldugu
] ; N o N 13
PToorem 3.1. ile saptanmis durumdadir. Lger oo Den(Shy(a),47)
verilmigse, ('nin bir i¢ derivasyon oldugunu ispatlamak i-
¢in f£'nin, 5l43(42) grubunu doguran bir eleman kimesi Uze-

rinde s1fira esit oldujunu gdstermek yeterlidir.
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ise, ol (&) 'nin divagonal altgrubu

W= {L, A, B, C},

. . [ 1 ve . . . ° . .
Klein'in 4'ld grubuna izomorftur. f derivasyonu koordinat

Lfonksiyonlary cinsinden

_}\:11
I= fz s fi: SLa(Z)’*%, i=1l, 2, 3
fS
olarak ifade edilip
AB = BA = C

badintisina uygulanirsa, {(2.4)'e gdre

o] [fay] R F)] [E, 0] )
P, e, (an] = ! P CAY e, () =1, () A G
1 ;LS(B) ‘EB(A)l L "]J Lfagf«) ’1‘3(3) £,(0)

bulunur. (3.31)'in satirlaraina bakildirginda

£1(0)

il

0, 1,(B)

1l

£1(8)
F,(B) =0, f,(A) = £,(C)

a, Fa(AY = £3(B)

I

4 ()

bagintisinin gercgeklendigi gérilir. Buna gore
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OV cl ——a
£0a) = by, £(B) = |o|, £(C) = |b|, a, b, cex
C C 0
olarak alinabilir. f derivasyonunun i altgrubuna kisitla-
masinin H Gzerinde bir i¢ derivasyon olmasi, her Del icin
—E) i —OL [ O, —()
(1 ‘H)(A): -2 Bl = |-2B| = b
-2 1Y -2Y C

ve B ile C ic¢in de ayni tilir hesaplar gdzoniine alindiginda
flH'nin bir i¢ derivasyon olmasi ic¢in gerek ve yeter sar-
tin, a, b ve ¢ tamsayilarinin herbirinin bir ¢iftsay1 ol-

masi1 kosgulu oldugu go&riilir.
Eger F|ll bir i¢ derivasyon ise, f|li=0 olarak alinabi-
lir (¢inkd fln'ya bir i¢ derivasyon eklemek, f'nin kohomo-

loji grubundaki kalan sinifini etkilemeyecektir). O za-

man f|H =0 kabul edilip

C xpp(t) = xpp (1) C ... (3.32)

bagintisaina f uygulanirsa

(C-I)Xf(xpp (£)) =

1
(@)

bundan da

i
o
-
oY
—_
pary
~
s
e

£y, (1)) =
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geklinde bir ifade elde edilebilecedi aciktir

2 (x5 (8) = %, (t4s) , o, © ¢ 4

bajgintisindan ise, ¢: % -+ % tasvirinin her t,

s € & dgin
COO+0(s) = ¢ (L+y) oo (3.33)

bagintisinin gergeklendigi goriliir. Benzer hesaplar sonu-

cu

e (t)]
f(X23(t)) = 0 R
L O |
0
flxy3 (L)) = {n(t)
0

olarak yazilabilecedi ve Ustelik & ve n tasvirlerinin de
(3.33)"ye benzer bagintilari gergekledikleri, yahut basgka
bir devyigle, tamsayilar grubu {izerinde birer homomorfi ol-

duklari agikidrdar.

boenmma 3.1, gi)yde verilen

xlz(L)xz3(u)x12(wt)x23(“u) =y, (st)

bagintisana (3.8) kuralina gbre f uygulanirsa her s, teZ

icin

(3.3u)

1

()i (=s)asto(-t)

s ¢(-t) = nlst) ... (3.35)

it
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elde edilir.  Yukaridaki agiklamaya gire ¢ tasviri bir ho-

momorfi oldugu i¢in, (3.34)'ten her (e¥% digin ¢(r) =0 ol-
masi gerektigi ortaya ¢ikar. Bu defa (3.35)'ten her (e
i¢gin n(t)=0 elde edilir. Benzer bir hesapla, ¢ tasvirinin
de sifira egit oldugu gériliir. x12 (1), x5 (L) ve x4 (1)
matrisleri, 5L,(/%) grubunun st Uggen grubunu dogurduklar:
icin buna qgdre ©, Liitiin list licgen matrisler fizerinde si1f1-~
Paoegillicre Sinctriye gére ayni I,oalt degen matrisler -
zerinde de ayni olmalidair. Boylece, eger le bir i¢ deri-
vasyon ise, f'nin timiiniin bir i¢ derivasyon olacagi sonu-

cu elde edilir.

$imdi 1 e Der(si,(2), %), herhangi bir derivasyon olsun.
(3.32) bagaintisina f uygulanirsa, ilk koordinatlara baki-
tarak her 1 % ig¢in

U (1)) = tb

oldugu gériliir. Bundan, b'nin bir ciftsayi olmasi gerek-

tigi agikardir. Ayni sekilde

xég(t)A ve

A x23 (1)

C le(t) = X1 (1.)(,‘

bagintilaraindan da a ve ¢ tamsayilarinin ¢ift olmalara
gerektigi gdriiliir. Yani, her f e Der(SLs(4), 4°) igin, fiH,
bir i¢ derivasyon olmaya mecburdur. Halbuki £l 1'nin bir

i¢ derivasyon oldugu halde teoremin ispati yukarida veril-

mistir.

ii)  Yine £ Der(SLo(2), 7%), hérhangi bir derivasyon

ise,
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olarak koordinat fonksiyonlarina ayrilabilir.

%12 (1212 (8) = x5 (s8)x, (t) ='X12ﬂs+t)

bagintisina £ uygulanirsa, (2.4) kuralindan her t, s ¢ 4

igin
Frlxy (s))4F 1 (xpp (0D 4, (xq, (3))
= F1(xiz ()41 Cpe (L))l (g, (1))
= £, (x, (s+1t)) oo (5.36)
ve
Fo(xy, (E+F (%15 (8)) = £r(x, (t+s)) e (5.37)

bagintilarinin gergeklendigi goriilir. (3.36)'ya gdre ise,

her t, seu dgin

TL’Z(XIZ(S)) = 8 Ez(xlz(t))\ ... (3.38)

bulunur. BEjer f,(1)=f{ denirse, (3.38)'den her s tamsa-

yis1 dc¢in
1£<Xlz(b)) = bg
bagintisa elde edilir.

Ote yandan, eder

f(-1) = f

-1 0_:[0‘ o, B e %
O—IJ B]’ ’



olarak alinirsa, bu defa

Xlz('t)(":[) = (“I)Xlg('t)

bagintisina [ uygulanarak, her

QLB (xyp (1)) = =F (%9, (1)) +a

B%'fz(xlz(t)> = *‘fz(Xlz(t))"‘B

oldugu gérilir. (3.40) 'a gdre her t igin
2F,(xy5 (£)) =0

olacagindan, £,(x,,(t))=0

elde edilir.
t tamsayisi igin

(3

l/fl(xlz(t)) = "tB .

yvani f'nin bir ¢iftsayi oldugu sonucu g¢ikar.

Benzer bir ydntem kullanilarak

X213 (s)(~1) = ("I)XZI (s)

te dgin

.. (3.39)

. (3.40)

.39)'dan ise her

. (3.41)

esitliginden de a‘nin bir ¢iftsay:r olmasi gerektigi anla-

silir. LJer

OL:—?&, B—-"'Qb,

= a, be ¥
olarak ifade edilirse,

o takdirde

I R R R A

..o (3.52)
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olur. BJer I = {-1, 1}, SL,(4)"nin diyagonal altgrubunu

gqostaeriyorsa, (3.42)'c gbre F[” bir i¢ derivasyon demek-

tir. 1) kaisminin ispatinda oldudu gibi, LIHLU oldugu
kabul edilebilir; yani a=g=0 oldugu varsayilabilir. O
zaman (3.41)'c gore

Filxye(t)) =0
ve ayni gekilde
Mooy ()Y = 0
bulunur. Dolayisiyla f, SL2(%)'nin alt ve iist l¢gen grup-

lary tdzerinde sifira egittir. SL,(%2), bu gruplar tarafin-
dan dogurulduju ig¢in de f, tim 6zel lineer grup iizerinde

sifair olacaktiv. Bu da, Hlﬁﬂu(z),%z)zo demektir.

Eder R, tamsayilar halkasi lizerindeki s degigkenli
(s21) bir polinom halkasi veya s dedgigkenli (sz1) bir
kuvvet serileri halkasi ise, o zaman R'deki aritmetik bi-
rim elemanlar: ile tamsayilar halkasindaki aritmetik birim
elemanlarinin ayni olmasi dolayisiyla, SL,(Z)'nin di-
vagonal altgrubu ile L,(R)'nin diyagonal altgrubu aynidir.
Bu durumda ise Teorem 3.7.'de verilen ispat, yukarida bah-
scedilen R halkalary ig¢in de gegerli olmaktadir. Bu da a-

gadadaki sonugta Ozetlenmektedir.

Senug 3.3, R, tamsayilar halkasi lizerindeki s degigken-
1i (s321) bir polinom halkasi veya s degigken-

1i (s21) bir kuvvet serileri halkasi ise, o takdirde n =2
ve 3 icgin
HECE(RY, RY) =0

sonu¢lari gegerlidir.
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Ispat Yukarida agiklandigr lizere, Weorem 3.7.°nin
ispati bu halkalar ig¢in de aynen gegerli ol-

mak Lady .
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