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QZET 

Bu ara~t1rmanUl esas konusu, baz1. matr-is g{llpl"a;1nin, bu matris­

lerin uyguland1g1 standurt modillier lizerindeki birinci derece koho­
moloj i gruplarlll1 n ne 0lduklarll11 bulmakt1r. R, birim elemarl1 olan 
herhangi bir halka ise, Rfl ile gosterilen nx1 sijtun matrisleri, bu 
halka Uzerinclc·ki genel lineer grubun elemanter matrisler tara£lndan 
dogurulan En(J{) altgrubunun standart modillUnu 0Iu§turmaktad1r. Bu 
modill lizerinde En( R)' nin birinci derece kohomoloj i gruplarl iCSin ba§-
11ca §u sonucslar elele eJilrnektedir: 

1. R lwrliaIlgi bir llalka, Tl~1j ise, 1l 1 cr: fl (],), pll) = 0 'dlr. 
(Teorem 3.2.). 

2. R herhangi bir halka, K ise, !\'U1Il komlitatif bir althalkaS1 
olsun. Eger K'n1n icsinde u 2f1 olan bir aritmetik birim ele­

rnan1 u varsa, 0 halde Hl (E 3 (R), R3
) = 0 'd1r (Teorern 3.5.). Bu ozel­

ligi haiz halkalar arasluda §uular saYl1abilir: 4'ten fazla elc:mau1 
olan bUtliIl cisirnler; nfl, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24 ise modulo n tam-
saY11ar halkasl; Gauss tamsaY11ar1 halkas1; K, yukar1da belirtilc:n 
i)zelligi haiz ise, K lizerindeki s cleM~kenl i (,~?>. U pol inom l1u1l(<\­
lar1 veya kuvvet seri 1.·d. halkaLlr1; yahllt hu tirnl'kll'rdl'll herltangl 
birilli bir althalka oL.uak i<;erc11 ba§ka bir balka. 

l. TamsaYllar halkasl, 2.'de aCSlklanan teoremin kapsaml dl§l11da 
kalmaslna ragmen, n=2 ve ~3 iCSin [11CF:ll(lZ), ftn) = 0 sonu-

eu gec:;erli olmaktachr ('r('orem '3.7.). Ustelik, l'gcr R, talllsaY11ar 
lwtk<lSl Lizerilltic ,; dl·i~i:.jkL'llli (:;~ I) bit" polill()llllialkaSl VL'ya kUVVl't 
serileri halkasl ise, yi1\e 0=2 ve 3 i<;in [jlCJ:[](R), 1;:n) = 0 01-
dlll~U ge)8terilmcktecli r. 

4. Eger R bir Ci8illl veya bir Oklicl lwlkasl i8e, Tl'orem J.l.'de 
her n ."2:1 i<;il1 1~!I(ln matris grubul1\l1\, :;Ln(R) e)zel lineer 

grllbllnlln L{imline e~it oldugu ispatlalllllilktildlr. Boylece yukarlJaki liC; 
maddede beJirtilel1 tl'orcmlerin kaps3111luCl ~iren her cisim ve her Ok-
lid halkasl i<;in IIICSL11Un, Rfl) kollO!lloloji grubuTllITI da triviyal 01-
dugu ortaya <;lkmaktachr. ZateTl R sonIu bir cisim ise, ::;Ln(J\) son­
lu bir Chevalley grubu oldugundan, bu halde III (SLJn(nJ, }\ll) kohomo­

loji gruplarlIl111 tiimUnii!l yap181 bilinmektedir. Bu ara"itlrmaTllTl kat­
k1:l1, 1\ bil- cit;illl OII1l;lcll);,1 Llkt irli(' l\(lll()flIOlo"li ;'Yllp!;lrl ll:fkklllll;\ 

elde edilen sonuC;lardlr. 
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GIRlS 

Kohomoloji kuVra!lll, once hOlllOlojik ceb.irde ortuYil iltll­

ml~ olmaslna ragmen, 5zellikle birinci ve ikinci dereceden 

k~homoloji gruplarlnln grup-teorik yorumlarl bilinmekte ve 

Lie tipi sonlu gruplarla diger sonlu basit gruplar lizerin-

de yapllmakta olan ara~tlrmalara l$lk tutmaktadlr. Buna kar-

91t olarak da, bu gruplarln bilinen 5zelliklerinden yararla­

narak yeni kohomoloji gruplarlnl hesaplamak lllLimkUn olmakta­

dlr. KlsacaSl, kohomoloji ile gruplar teorisi araSlnda or­

ganik bir bag kurulmu$ durumdadlr. 

Genelde kohomoloji gruplarl, Ext fonkt5rlinden elde edi­

lirler. Eger C herhangi bir grup, V de bir (sol) :-:JC -llJoJulu 

ise, G "nin, k(ltsayLlar~ V'de olan n' inci dcrece kohomoloji grubu 

Ext
n 

(2:, V). 
2:G 

Burada Ext fonkt5rlinlin anlaml, [la, VI. B61limJdeki gibidir. 

Eger I G, Vile G' nin bir semidirekt c;;arplml ise, G 

grubunun i~inde v'nin, G grub una izomorf olan bir tamamlaYl­

C1Sl bulunacaktlr. V' nin tamamlaYlcll"arl araslnda belirli 

bir denklik baglntlsl kurmak ve elde edilen denklik slnlf­

larl ile Hl(G, V) grubunun elemanlarl araslnda birebir bir 

1 
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-tekabul kurmak mumkUndUr. (Sonu9 2.1). Ayrlea, G'den V'ye 

gidcn ve her x, y E G i9in 

l(xy) xf(y) + f(x) 

baglntlSJ.nl gergekleyen tum tasvirlerin olu9turdugu komtita­

tif gruba Der(G, V) adl verilirse, yine !ll(G,V) grubu ile 

Der(G,V) grubunun bir boltim grubu araslnda bir izomorfi oldu­

gu ispatlanm19tlr (Teorem 2.2). Pratikte izlenen bir yol, 

Der(G, V) grubunu ineeleyerek, G'nin katsayllarl VIde olan bi­

rinei dereeeden kohomoloji grubunun ne olaeaglnl bulmak ve 

bundan da, Vile C I nin semidirekt c,;arplmlnln yaplsl hak­

lunda bilgi edlnmektir. 

!kinei dereeeden kohomoloji gruplarlnln gruplar teori­

si yonunden yorumlanmasl lse 90yledir: yinc G bir grup, V 

de bir ZG-modiilu, ve bu defa G, V grubunu normal bir altgrup 

olarak igeren ve 

gi bir grup olsun. 

~/V ~ G izomorfisini ger~ekleyen herhan­

Bu ozellikleri haiz ~ gruplarlnln, 2. bo-

lumde tanlmlanacak olan bir ba9ka denkl.ik baglntlsl altlnda­

ki denklik Slnlflar:L lIe, 112 (G, V) grubunun elemanlarl ara­

slnda birebir bir tckablil vardlr ('l'eorem 2.7). Ustelik, bu 

durumda, H2 (G, V) grubunun etkisiz elemanl, V lIe G'nln 

semjdirekt 9arplmlnl ic,;eren dcnklik slnlflna tekabul eder. 

Ayrlca, blrinei der~ceden kohomoloji gruplarlndaki duruma 

paralel bir bic,;imde, 112 -C G, V) grubunun elemanlarlnl da 

f(x,y) + f(xy,z) xf(y,z) + f(x,yz), x,y,zcG 

baglntlslnl ger~ekleyen belirli f:GxG+V tasvirlerinin 01u9-

turdugu grubun blr bolum grubunun elell\anlarl einsindenLalllm-
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lamak mlimkUndUr. Yine pratikte uygulanan bir yantem, bu tUr 

tasvirleri inceleyerek, f!2(G, V) grubunun ne oldu~unu or­

taya 91karmak ve dolaY1Slyla, Vile G'nin semidirekt 9arplml­

na denk olmayan d gruplarlnln var olup olmadlklarlnl sapta­

maktlr. 

Cruplar teorisi a91s1ndan anemli olan sor~lardan biri 

de $udur: C, q elemanll bir sonlu cisim uzerinde tarnmlanctn 

belirli bir Lie cebirine ba~ll bir Chevalley grubu, V de 

G'nin indirgenemeyen modUllerinden biri ise, 0 zaman H1(G,V) 

ve I[L(C,V) kohomoloji ~JrLlplar) lW olacakLlr? l"arkll bir 

deyi$le, 

USr uzaYl oldui)una (j()re, bu vektor uzaylnJ_n Cl'( Cj) Uzerinucki 

boyutu ka(; tlr'? (;e9i Lli. arc:u;;tlrmacllarlll kaUalarl ile, bu 

sorunun cevabl, ana hatlarlyla verilmi$"durumda ise de, bazl 

ozel h§ller hfilfi gozUm beklemektedir. Genel olarak, C gru-

bunun mertebcsinin vcya ~ saYlslnln ufak o]du~u hfillerde (ar­

negin, q = 2 veYd 3) kohomoloji gruplarlnln hesaplanmasl da­

ha gli9 olmaktadlr. Eu durum, hesaplar yukarlda tanlmlanan 

tasvirler incelenerek de yapllsa, Cline, Parshall ve scott'un 

[6J ortaya 91karml$ olduklarl ve daha Lie cebirsel esaslara 

dayanan bir teknik olan bazl kongrlianslarl inceleme yoluyla da 

olsa bayledir. DolaYlslyla,triviyal olmayan kohomoloji grup­

larlInn genellikle yukarlda bahsedilen "u£ak haller"de ortaya 

91kmaslna hayret etmemek gerekir. Chevalley gruplarl Uzerin­

de kohomolojik ara$tlrmalarda bulunanlar araslnda McLaughlin 

1161, Cline, Parshall ve Scott 16J, Criess [81, Jones [11], 

Bell 13,4, 5J, Avrunin [1,21, Landazuri f141, Sah [17, 18J, 

KUsefo~lu 112, 13] ve ba$kalarl sayllabilir. Birinc i dere­

ceden koh8moloji gruplarl ile ilgili bir klslm sonu91arln bir 

ozcti, r 5, 'l'ctul0 4.5 J I de vcrllmi;; tir. lkinci bolUmde bu a-

rC:$tll~mal'lrln baz11arl hakklnda daha etrafll bilgi sunulacak­

tJT. 
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Bu ara$t1rmada ele al1nan konu ise, baZ1 matris grup­

lar1n1n, bu matrislerin uyguland1g1 standart modliller lize-

rindeki birinci derece kohomoloji gruplar1n1n hesaplanmaS1-

d1r. Yukar1daki paragrafta bahsedilen ara~t1rmalar1n konu­

su olan gruplar, her zaman bir cisim lizerinde tan1mlanm1$­

lurch r . JIa] buk i bw-ad <1, hcrh<lnC) j bil:' halka U~el:' indeki mat­

r is gruplarl genel olarak ele all.nmaktad1r. Elde edilen 

sonu9lar, birinci dcrece kohomolojinin genelde yine triviyal 

oldll<]udur. n, bir im eleman1 olan herhangi bir halka olsun 

(I'. I Ilin kOJIIlll.aLil O.LllldSL <jcrekmoz). l~~icr J: i j , j I inci saLL-'­

r1 ve j'inci slitununun 9ak1$t1g1 yerde 1, diger blitUn yer­

lerde de 0 olan n x n bir matris ise, 0 zaman 

x· . ( t) ] J I + U: j _j' 1 < i. j < n, i 1= J, tU, 

bag1nt1s1yla tanlmlanan elemantel:' matrisler, R halkas1 lize­

rindeki singliler olmayan n x n matrislerin olu$turdugu 

GLn(R) genel lineer grubunun, EII(R) ile gasterilen bir alt­

grubunun dogururlar. Ustelik, Teorem 3.1!~ gare, R bir 

cisim veya bir dklid halkas1 oldugu taktirde, her n ~ 1 

i9in En(R) altgrubu, SLn(R) azel lineer grubunun tumline 

e$ittir. En(R) grubunun, Rn modlilu lizerindeki dogal etkisi 

gaz anune alln1rsa, H1CEnCR), Rn) kohomoloji grubu i9in 

a$agldaki sonu91ar olde edilmektedir: 

1. R, birim elemanl olan herhangi bir halka ise, n~4 

i9in H1CEn(R), RIl) = 0 olur (Teorem 3.2)* 

il\ 

Bir komlitatif G grubu tr~v~ya1 ise, ger<;ekte G ={o} yazmak da­
ha dogrudur. Ancak bu ara§t~rmada, notasyonu sadele§tirmek amac~yla 

G = 0 yaZ11acakt~r. 
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2. l~, birim eh'manb. herhanqi. bir halka, K ise F,'nin 

komUtatif bir aithaIkaS1 oisun. E~er K, bir gli~­

Ili aritmetik birimi i<;eriyorsa, 0 zaman 111(E 3 (R),R 3
) =0 

sonueu ge~eriidir (Teorem 3.4). 

Burada, "gli~lli aritmetik birim"den kastedilen 9u­

dur: E~er K komlitatif halkas1ndaki bir aritmetik birim e­

leman1 u i<;in, u 3 
- u eleman1 da bir aritmetik birim olu­

yorsa, u' ya bir gii(,'l ii ari tmetik birim ad1 verilir. Bundan 

sonra yukar1daki sonu~ 90yle geni91etilmektedir: 

3. k, Lirim elcmanl1 herhangi bir halka, K ise R'nin 

komlitatif bir althalkas1 olsun. E~er K'da, u 2 11 
olan bir aritmetik birim eleman1 U varsa, 0 zaman yine 

III (E 3 (R), R 3) == 0 olur (Teorem 3.5), l 

2. veya 3.'de belirtilen ozellikleri haiz halkalar a-

ras1nda 9unlar saY1labilir: 4'ten fazla eleman1 olan bU-

tUn eisimler; nIl, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24 ise ~n; Gauss 

tamsaY1lar1 halkas1; K, gli~lU bir aritmetik birim eleman1-

n1 haiz bir komUtatif halka ise, K lizerindeki u de~i9kenli 

(8 ~ 1) polinom halkalar1 veya yine 8 de~i9kenli (8 ~ 1) 

kuvvet serileri halkalarl; yahut yukarlda verilen ornek­

lerden herhangi birini bir althalka olarak i~eren ba9ka 

bir halka. Tabii ki bunlardan Teorem 3.1. 'in kapsam1na 

girenler i<;in ozel linee,r grubun, standart modUlU Uzerin-

deki birinei dereee kohomolojisinin de triviyal oldu~u 50-

nueu <;lkmaktad1r. 

2. ve 3.'lin kapsam1na girmeyen bir onemli halka, tam­

saY1lar halkaS1d1r. Aneak bu halka i~in Teorem 3.7. de 

n=2 ve 3 oldugunda 1l1(SLnCZ), ~n) grubunun triviyal 01-

dugu ispatlanmaktadlr. Ayr1ea buradan, e~er R, tamsaY1-

lar ha1kas1 lizerinJe s de~i9kenli (8~1) bir polinom hal-
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kaSl veya s de~i~ken1i (8 ~ 1) bir kuvvet serileri halka-

Sl ise, yine n "':2 ve 

da triviyal oldu~u sonucu <;lkar11maktad1r. 

Bu ara9t1rmada ele allnan konu1arla ilgi1i <;e9itli ye­

ni problemler ortaya at1labilir. 6liphesiz, yap1lmas1 gere­

ken i9ler in ba~)lnda, burada bir inci derece kohomoloj i grup­

,lar1 i<;in elde edilen sonu<;lar1, ikinci derece kohomoloji 

gruplar1na genellemek, daha do~ru~u, <;e9itli R halkalar1 i-

<;in ll2(J:
ll

(I\), En) yrubunun ne 

cak, bu soruyu cevaplamak i<;in 

gerekti~i a$ik~rdlr. Zira e~er 

olaca~ln1 bulmak gelir. An­

yeni y5ntemler g~li9tirmek 

U1 (G, V) grubunun bir ele-

man1, yani bir derivasyon, G grubunu do~uran bir elemanlar 

klimesi lizerinde slflra e9itse, 0 derivasyonun genelde de Sl-

f1ra e9it olmas1 gerekir; bu ara9t1rmada bu 5zellikten de­

falarca yararlan1lm19t1r. Oysa, H2(G, V) grubunun eleman­

lar1 i<;in aynl $ey ye<;erli de~ildir. DolaY1s1yla, ikinci 

derece kohomoloji gruplar1nda cevaplanmas1 gereken a<;lk prob­

lemler vard1r. 

Ayrlca, yine b~Zl ha1ka1ar lizerindeki matris grup1ar1Y­

la i1gi1i ba9ka ilgin<; problemler de ak1a gelmektedir. R, 

birim e1emanl1 bir komlitatif halka, S de bu halka lizerinde 

s de~i9kenli (8 ~ 1) kuvvet serileri halkasl olsun.- Bu 

durumda GLn(R) genel lineer grubundaki matrisler, S halkas1 

lizerine birer otomorfi olarak uygulanabilirler. E~er U(S), 

S halkaslndaki aritmetik_ birim elemanlar1n1n olu$turdu~u 

grup ise, 0 zaman U(S), bir GLn(R)-modGlG, dolaY1s1yla da 

genel lineer grubun herhangi bir altgrubu G i<;in bir G-

lIlodii1ii olur. 0 halde, i =: 1 veya 2 i<;in, l]i(G. U(S)) ne ola­

caktlr? Bu genel problemin <;5zUlmli9 -olan bir hali [5] 9u-

dur: R, karakteristi~i p (p>O) olan hir mlikemmel cisim, 

II '-" p:; olsun. Eger G, mertebesi [} olan bir devresol yrup 
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ise, bu g~up, R lizerindeki n degi$kenli kuvvet serileri hal­

kaSl olan S 'ye, serilerin bilinmeyenl.erini devresel olarak 

degi$tirmek yoluyla uygulanabilir. 0 taktirde Hl(G, U(S)=O 

sonucu ge~erlidir. Genel lineer grubun ba$ka altgruplarl 

i~in, veya farkll 5zellikleri haiz halkalar i~in henliz bu 

tlir hi~bir sonu9 elde edilmemi~tir. 



I I 

KOHOMOLOJI GRlIPLARI 

. . 
Bu bollimde kohornoloji gruplarl hakklnda genel bilgi 

verilecek ve bu konuda buglinedek yapllml§ ara§tlrmalar ana 

hatlarlyla ozetlenecektir. Bu arada ilgin~ bazl uygulalua­

lar da yapllacak, arneijin Hilbert'in 90. teoremi, belirli 

bir kohomoloji hesablnln sonueu olarak elde edilecektir. 

G herhangi bir grup, V de bir ZG - rnodlihi ise, G 'nin, 

kdLS,l~J-lli1r~ V'de oJa11 n'inci dcrece kolJOITIoioji (JTuhu llTl(G, V)'nin 

ba01ntlslyla tanlmlandl§l, birinci ballimde belirtilmi§ti . 

Bu ara§tlrmanln konusu n == 1 veya 2 durumlarlyla ilgili 

oldu<]u i~in, burada qenel Il i~in Ext fonktarlinlin tanlml ve­

rilmeyecek, bunun yerine birinci ve ikinci derece kohomolo­

jinin gruplar teorisi a~lslndan anemi lizerinde durulacak-

tlr. 

2.1. BiRiNCi DCRECE 
KOHOMOLOJi GRUPLARI 

Birinci derece kohomoloji gruplarl, semidirekt 

grup ~arplmlarlyla ilgilidir. G herhangi bir grup, V de 

bir ZG-rnodlilli* olsun. V ile Glnin semidirekt ~arplml alan 

*SozU edilen her modUl, sol bir modUl olacakt~r. Ayrlca, ":tG­
lTlodiilii" yerine Insaca "G--1I1ojiilii" denecektir. 

8 
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G grubu, climle olarak Vile Glnin Kartezyen ~arplmlna e­

$ittir va 6 Idaki grup operasyonu, v, wcV, x, yeG igin 

(v,x)- Cw,y) (VI-XC W ), xy) ... (2.1) 

ba~lntlslyla tanlmlanlr. Burada x(w) veya x.w, xEG'nin, 

bir G-modu1u olan V'nin w elemanl lizerindeki etkisini ifa-

de etmektedir. G grubunun birim elemanlnln (0, 1) olc.u-

~u* ve VEV, xEG i~in 

• •. (2.2) 

Yukarlda tanlmlanan semidirekt ~arplm , 

i ~ 11 
()·~V -;- C -+ C-+1 . .. (? 3) 

IJoliinen tam dizi I sini verir. Burada VEV, xEG i~in 

.L (v) (v, 1) ve TI(V, x) = x 

olmaktadlr. Bir tam dizinin b51linmesinden kastedilen $ey 

*Komiitctif oidugu bilinen gruplarda (ornegin V) toplama operas­
yonu kulLllulacak ve birim elemanl 0 olarak aIu1acak, buna kar§lllk 
diger durumlarda <;arpllld operasyonu kullarnlacak ve birim elemanl 1 
ile gi:iste~ilecektir. 
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ise, G'den G I ya giden ve TI~8 = ide baglntlslnl ger~ek­

leyen bir 8 homoTIlorfisinin mevcut olma:::lldlr. G I nin bir 

semidirekt 9arplTIl olmasl, Brnegin XcU i~in O(x)=(O,x) yo­

luyla tanlmlanan tasvirin bu 6zelligi haiz olmaSlnl gar an­

tiler. Yine bu durumda V'nin G i~indeki resmi olan iCY), 

G'nin komutatif ve normal bir altgrubu, 8(G) ise, bu 

altgrubun bir tamamlaYlclsldlr. Yani, 

iCY) (lO(e) {(O,l)} ve i(V)8(G) 
~ 

G 

baglntllarl ger<;;eklenmektedir. Ustelik G'daki bir (v,x) 

elemanlnln iCY) uzerinde konjugasyon yoluyla Ol?n etkisi, 

xcG elemanlnln, V I nin uzerine V' nin bir G-modulu olmasl 

dolaYlslyla yaptlgl etkinin aynlsldlr. DolaYlslyl~ V 

ile G'nin semidirekt ~arplmlndan bahsetmekle (2.3) b61unen 

tam dizisinden s6z etmek aynl $eydir. 

G ile V, yukarldaki gibiyseler, her x, yeG 

d(xy) xd(y) + c.(x) .•• (2.4) 

bagJntlslnl. ger~ekleyen bir d: G -+- V tasvirine G 'den 

V 'yo bir derivasyol1 adl verilir. 'rum derivasyonlar cumlesi 

Der(G, V) ile gosterilirse, bu cumlenin fonksiyon toplaml 

altlnda bir komutatif grup te$kil ettigi a$ikardlr. Ay­

rlca de Der(G, V) i~in 

J (.1 ) Q ... (2.S) 
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oldugu da a~lktlr. Glnin V lizerindeki etkisinin triviyal 

OJlllJSl Lilll_1ll10 d0, (2.4) bJ~J.LlIL1S.Lllddll <JuLUJ0cl~ijl <Jlbi, 

G I den V I ye b~_r derivasyon, yalnlzca bir grup homomorfisi 

olur. 

Der(G, V) grubuyla Ext l fonktorli araslndaki i­

li9kiyi belirlemek i~in 

fl E o -+ I G -+ drG -+ ';£ -+ 0 • •• C:). 6 ) 

tam di z isi g(~zonUlle allnmalldlr. Buradaki tamsaYllar kat­

saylll grup halkasl ~G, {X\XEG} bazll bir serbest 7-rnodGlil, 

c hornolllorfisi de 

olarak tanlmlanmaktadlr. IG ise, E epimorfisinin ~ekirde-

gi olan ogmen tasyon ideali ' dir. I G' bir ~-rnod lilli olarak 

{x-l \ XEG} bazl lizerinde serbesttir. Bu durumda, a~agl-

daki sonu~ ge~erlidir [10, VI. Bollim]: 

Te.OfLe.rn :Z.1. G herhangi bir grup, V de bir 

~G-rnodi.ilG ise, 

nCd)(x-l) = d(x) xEG, dcDer(G, V) 
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gruplarl araSlnda do~al bir izomorfidir. 

76prd <if DC-I-(e, V) iso, 'e'n.in bir serbest ~7,­

modli1li olmaSI dolaYlslyla ned) bir grup 

homomorfisi olacaktIr. Ustelik x, yEG 

ic;in 

n ( d )( x ( y-1) ) n(d)(xy-1)-(x-1» 

d(xy) - <lex) 

xd(y) 

xnd(y-1) 

oldu~undan, ned) aynl zamanda bir G-modQlQ homomorfisidir. 

BUna kar~lt olarak, e~er ¢E Hom (I G, V) veriImi~se, 
ZG . . 

ba~l.ntlslyL:l tanulilahan <1(1)' G'den V'ye bir derivasyondur, 

~linkli X, yEG ic;in 

el(l) (xy) q)(xy-l) 

cj)(xCy-l) + x-I) 

xcjJ(y-l) + q)(x-l) 

X dq)(y) + d(I)(x). 

B6ylece, n'nin bir izomorfi oldu~u a§ik§rdIr. 

A, birim elemanil bir komlitati~halka olsun. E~er, 

]J E 
a + R + P + A + 0 ... (2.7) 



13 

bir i\-modiilil tam dizisi ve P de projektif bir i\-modulii 

is(2 [10, So 17, 'l'eot'L!l\l :2.2.1, lwrhanyi bir i\-Iiludiilii 13 

verildiginde 

tam dizisi elde eJilir. Buradan 

EXL~ (A, B) Ilami\ (R, B)/]J*(lJom (p,o)) 
A 

. .. (2.8) 

olarak tanlm1anlr [10, s. 89] Bu ta1llm, A modi.i1unjn 

(2.7) Ide verilmi$ olan projektif prezantasyonundan baglm­

slzdlr. 

:iG bir serbest, dolaYlslyla projektif bir L;l'G-mouulu 

olduguna gore, (2.6) tam dizisi ~ i~in bir projektif pre-

2iln tasyon olnwktacllr. DolaYls lyla, (2.8) I e gore 

E ~t_l (Z V) ,x ZG ' ( 2 .9 ) 

elde edi lir. Burddaki ~ ]J'~ tasvir i, 11: I G -~ ~G monomorEi­

s.i ni n dogurdFCju b ir homomorf idir. 'l'eorem 2.1. I e gore ise 

lJer' (G, V )~_ lloIfl:ZG (I G , V) 

olmaktadlr. ~steJik, eger fc l1*CIll)Ill L2C (;LG, V) ise, f(l)=v o 
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clelilanl. f'yi tanlInlamaya yeterlidir, ve e<jer elf: C-rV, 'reo­

rem 2.1'deki izomorfi altlnda fie tekabU1 eden derivasyon 

ise, f bir :.«~- 1lOIlloI[Jorfj , si o1dugu i9in, 

f( x-I) (x-l H( 1) (x-l )va xsG 

olacaglndan, Vot df:yi de be1irlemeye yet~r1idir. Kar$lt 

o1arak da, eger bir d derivasyonu i9in 6y1e bir Wos V var­

sa ki, her xrG i~in 

(;·:-1 )w" 

oLll~ak i£ade edilcbilsin, 0 zaman cl'ye 

Ie Ilolll'i('( 1", y) elemanlnl 
.11\,.:.1 lJ 

•. , CO.ln) 

tekabUl eden 

yoluyla Ilolll:ZG(~G, v) lye geni$letmek mUmkUndUr, yani 

fe v*(l-lom:;z'G(d.'G, V)) olur. (2.10) tipi bir baglntl ile tanlm-

lanan bir derivasyona i~ derivasyon denirse, tUm i~ deri-

vasyonlar cUmlesi olan DCr',,(G, y)1 nin, DerCG, y) 'nin bir 

altgrubu olacagl a$ikaidlr. Ustelik, Teorem 2.1.'de ve­

rilen izomorfi altlnda Dero(G, y)'nin, v1'(llom:;gG(a;G, y) lyE te­

kabUl ettigi g6rlilmektedir. B6yIece (2,9) baglntlSl111n 

l$lgl altlnda $U SOl1U~ elde edilir [10, s. 195; 9, s. 45] 

Te.OfLem 2. z. G herhangi bir grup, Y de bir G-

modlilli ise, Lxt~G(Z, y) ve Der.(G,y)/Dero(G,V) 
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gruplarl araslnda do1al bir izomorfi 

vardlr. 

U'lL:ll, k<d~;d!J.lJar.l V'de O.L<111 lJir.i11c.£ dureC'c kO/Jowoloj.i 

grulJu, 

II) (C, V) 

olarak tanlmlandl~lna g5re, Hl(G, V) kohomoloji grubunu, 

G'den V'ye derivasyonlar grubunun bir b51lim grubu olarak 

dli$linmek mlimklindlir. Hl(G, V) grubunun daha grup-teorik 

bir a91klamaSl da a$aijlda verilecektir. 

C bir grup, V' de bir C-modiilii ise, G ile V' :::lin 

, bir semidirekt 9arplml G vardlr ve 

~ 'IT o + v + G + G + 1 

~ 

dizisi, bir S: G + G homomorfisi ile b61linlir, 'IToS=id G 
oldu~una g5re, 

sex) = ,(d(x), x), X€G .• , (2.11) 

DClg l.ntlslyla tanlmlanan bir d: G + V tasviri elde edi Ii r. 
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O(xy) O(x)OCy) x, yE:~C 

ba~Lntlslnln ilk (yani V) koordinatlarl hesaplanlrsa 

d(xy) xdCy) + d(x) 

oldu~u gorulUrj 

rak da eger de 

yani d, bir derivasyondur. Kar$lt o1a­

Gc,dC, V) ise, bu defa (2.11) baglntlsly1a 

ta.l1lmlanan 0, elden ci'Y(l bir homomorfi olur velloO-",idG 

e$it1igini gergekler. Boy1ece, (2.3) tam dizisini bolen 

8 hornornorfi1eri cUrnlesi i1e Dep(G, V) araslnda birebir bir 

tekabU1 kurulur. Uste1ik, bu tlirden her 8, V'nin G Ida 

bir tarnarnlaYlclslnl (yani 8(C)) verdigi i9in, V'nin G'da­

ki tarnarnlaYlcllan ile Der(G, V) araslnda da birebir bir 

tekablil elde edi1mi$ olur. 

G
1 

ve C2 • V i9in ~ grubunda birer tarnarnlaYl­

Cl, d l ve d2 de, yukarlda a91klanan bi9 irnde bu·· grup1a::a 
~ 

tekablil eden derivasyon1ar o1sun. Eg~r Gl ve G2 • G gru-

bunda konjlige iseler, yani 

... (2.12) 

baglntlslnl gergekleyen bir (v, x)EG varsa, 0 takd~r~e 

(2.2) 'yi kul13nar~k, her yeG i9in 
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olmaSl gerekti1i g6rli1lir. 

aC;;:lllrSa 

(2.1)'e gore bu lig1li garpl~ 

(V+XU1(y)-xyx-1(V), xyx- 1 ) 

e1de edi1ir. Yani, her ysG igin 

yahut da 

bu1unur. ( 2 . 4) ve (2. 5) I ten i se 

ve do1ayJSly1a 

sonucu C;;:lkar. Klsacasl, d 2 - d 1 , d1(x)-v sabit e1ema-
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nlnln belirledi~i bir i~ derivasyondur. Kar$lt olarak da, 

eger d 1 - d 2 E Det'oCG, V) ise, d 1 ve d 2 'ye tekabiil eden 

tamamlaYl,cllar araslnda (2.12) i Ie veri len bir il i$ki var­

dlr. Elde edilen sonu~ $oyle olmaktadlr; 

T (!.otl ('.Ill 2. 3 . 

direkt <;;arplill olsun. 

G herhangi bir grup, V bir G-modlilli, 

G da bu durumdan elde edilen semi-

Gl ve 82, a i<;;inde V'nin birer ta-

lIlcJllllLlY1C1Sl, J I v~ J L de uu tallldllllaYlclldra tekduiil e­

den derivasyonlar ise, G1 ve G2 'nin ~ i<;;inde konjiige 01-

lllcJJdr1 i<:;in 9~rek ve yeter $art, d l !:: d 2 (lIIod Del'oCG, V))'dir. 

Teorem 2.2., Teorerh 2.3. ve !lICG, V)'nin tan1-

IIl1ndan <;;lkan $onu~ ise, birinci derece kohoIlloloji grupla­

rlnln grup-teorik bir yorumunu vermektedir; 

SOVLU,~ 2. 1 . G herhangi bir grup, V bir G-modnlli 

olsun. HICG, v) grubunun elemanla­

rl ile, Y'ye, G semidirekt <;;arplml i<;;inde tamamlaYlcl alan 

altgruplarln konjugasyon altlnda belirlenen denklik Sl'11£-

larl araslnda birebir bir tekabul vardlr. !lICG. y) gru­

bunun tr0iyaloldu0u 02el h§lde ise, V'nin blitlin tamamla­

Ylcllarl tek bir denklik slnl£l altlnda toplanlrlar. 

Birinci derece kohomoloji gruplarl hakklnda bili­

nen sonu<;;lar ozetlenmeden once ufak bir uygulama yapllacak 

ve bunun sonucu olarak da Hilbert'in 90. Teoremi elde edi-

lecektir. 
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K herhangi bir eisim, G de K tizerine uygulanar 

hir otomorfiler grubu oisun. Bu durumda, 

/\ K cisminin toplamu altlnda meydana 
getirdigi grup, 

M K c/sminin slflrdan £arkll elernanlarlnln 
<;arpma altlnda rneydana getirdikleri ogrup 

Lsc;, [\ 'rc; t1, Dirc;~~' G--lJIudlilli olacaklarulr. 

4. K herhangi bir eisim, G de K ~zeri­

ne uygulanan sonlu bir otomorfi 

grubu (Isun. 0 zaman, 

sonueu gegerlidir. 

l/.),!:'vt Burada yaIn1zea Hi(G, M)=O sonueu 

ispatlanaeakt1r; Hi(G, A)=O da 
hi'" zer bir yantemle elde edilebilir. f, G' den M' ye her-

i tir derivasyon oisun. 

9 1Z olduklarlna ve her 

ft (') f. 0 oldugu is;in, L 
O€G 

l}jlr. Yani, ayle bir ZEK 

olur. F~ __ ger T~G ise, 

G'nin elemanlarl lineer ba-

oeM i<;;in f(o)eM, yani 

f(O)o tasviri, ~lf1rdan fark-

bulunabilir ki, 

Y = L f(o)o(z) f. 0 
OEG 
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1(y) L T(1'(0»(-rO)(6) 
O€G 

baglntlslndan 

... (2.13) 

elde edilir. Halbuki f bir derivasyon oldugu i~in (2.4) Ie 

f(TO) 

o1ma1ldlr. (2.14), (2.13) Ie uygu1anlrsa 

fCr h(y) 

ve dolaylslyla 

L (-ra)(z) 
lace 

y 

.•• (2.11+) 

oldugu g6ril1ilr. Yani, £, y€M taraflndan be1ir1enen bir 

i~ derivasyondur. Teorem 2.2 .. 'ye g6re bu Hl(G, M)=O de­

rncktir. 

!ki~ci olarak sonlu devre~el gruplarln kohomolo­

jilerinin hesaplarunaslyla ilgili bir sonu~ verilecektir. 

G = (x), mertcbesi nolan sonlu bir devresel grup, V de 
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bir C-modG10 oisun. Bu durumda ZG grup halkaslnda 

N .•. x n-l 

ve I) x-l 

elernanlarl Lan1mIaoabilir. Bu elernaniar Vlye uygulandlk-

Ii.) rl vaJd t , [) loin r(;smi [) (V), N I nin <;ckirdegJ olan [",: l'N 

allmodLi 1 Uni:lll iC; inc: (Hl:;;ccekti r. 13u durumda' a:;;agldaki t.00-

rem, [llCC, V)'nin hesaplanmasl i<;in bir formul vermekte-

dire (Bu teorem, [9, s. 40) Ida verilen teoremin bir ozel 

h§li olmaktadlr.} 

TeOftc-m 2.5. C=(x) mertebesi 11 olan sonlu devre-

se] bir grup, V de herhangi bir 

C-modlil{i ise, !l1CC, V) grubu, KerN/D(V)'ye izomorftur. 

Y6pat 

01 acag 1. ndan, 

lenir. xfl=l 

elde edilir. 

tanlmlanan J 

Ker,N == DerCC, 

E g e r d EO: De r ( C , V) is e, he r 0 ~ k $ n - : 

ic;in 

( dcrivasyonu, d(x) elemanl taraflndan beIir­

olduguna gore (2.5) ve (2.15) 'ten 

I) N d(x) 

Kar:;Jlt olarak, eger Nd(x)=O ise, (2.15) ile 

tasviri bir derivasyon olacaktlr. Yani, 

V)'dir. $imdi, d bir iC; derivasyon ise, 

(x-l)v o Dvo 
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ba~lntlslnl ger~ekluyen bir voEV vardlr. Bundan da 

!)(V)=Dero(G,V) sonucu ortaya c;:~kar. Teorem 2.2.'ye qare 

ispat tamamlanml~t~r. 

SOYlUr;.. 2.2. 

ise, 0 zaman 

izomor£isi vardlr. 

ve 

G ile v, Teorem 2.5.'deki gibi 01-

sun. Eger V, triviyal bir G-rnod ul u 

Bu durumda herhangi bir VEV ie;:in 

Dv (x-l)v = v-v = 0 

baglnt~larlndan istenilen sonue;: elde edilir. 

Sonu~ 2.2.'nin ilgin~ bir uygulamasl olarak, 

lIilbert ' in 90. Teorc.;mi eide edilebilir: 

SUHU9 2.3. K ve L cisimlerinden olu~an K S L 

geni§lemesi devresel ve sonlu dere­

celi olsun (yani bu geni§lemenin Galois grubu G=(o) soniu 

bi r devrc:!scl grup 0 I sun). Bu durum:da .. Y E L e Iemanlnl n nor­

munun 1 olmaSl i~in gerek ve yeter §art, y = x-1o(x) ba­

glntlslnl gergekleyen bir XEL elemanlnln var oimasldlr. 
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L cisminin slflrdan farkll ele~an­

larlnln <;arpma altlnda 01u9turduk­

larl grup Mise, Teorem 2.4. ve 2.5.'e gore 

ve dolaYlslyla Ker>N = D(M) elde edilir. KerN, L i<;inde 

normu l'e e9it olan elemanlar climlesi, ve <;arpma operas­

yonu altlnda ifade edilirse 

{YEL I Y 

oldllguna gore, nOrlou 1 olan elemanlarln hepsi D(M) clirrle­

sinin i9indedir. Bu da Hilbert'in 90. Teoremini ispat1ar. 

Gruplar teorisi a<;lslndan ilgin9 olan birinci 

derece kohomo::Loji hesaplarl 90yle ozetlenebilir: G, q e­

luman11 ~onlu bir K cismi lizerinde tanlmlanan belirli bir 

Lie ceblr 1ne bag L1 bir Lie tipi grup, V i Ie sozli edilen 

Lie cebirinin kok sistemine bagll he~hangi bir indirge~emi­

yen G-modulii olsul1. Bu durumda 111(C, V) grubunun, l<' 

lizerinde bir vekt6r uzaYl oldugu a9ik§rdlr. Bu vektor u­

zaYlnln boyutunun lle olacagl ise hemen hemen blitlin sozli 

edilen durumlar i<; i n he~aplanm19t].r ve sonu<;;, genellik:e 

III ( c;, V) I nin triviYdl oldugudur. Ancak bazlozel ha1lerde 

Hl(G, V)'nin K lizerindeki boyutunun 1 veya daha fazla 01-

dugu gorlilmektedir. Bu ozel haller, G grubunun mertebesi­

nin veya q say~slnln ufak oldugu hallerdir (ornegin q=2 

veya 3 ). Bu nallerin ozel lineer gruplarla ilgili olan 

birinden ileride soz edilecektir. Bu tlir kohomoloji grup-



] arlnJ.n lwsapl anHldS] i Ie ilgilenen ara9tJrmaCllar aro.Sln-

dil McLauqhlin [161, Cline, Parshall ve Scott l6), Sah [17, 

18] , JO;:1es [11], Avrunin [I, 2], Bell l3, 4, 5], KlisE:fog-

lu [12] ve digerleri saY1labilir. Ara~t1rma y5ntemlerin-

de ise belli bU911 iki yol g5rlilmektedir. Bunlar1n biri, 

bu b5llinde verilmi~ olan teoremler esas allnarak derivas­

yon gruplarl ile <;al1$f.1ak, otekisi ise Lic Lipi tjrup]arln 

kc)1\: sistemlerindell d09an beUrli kongrlianslarl inceleme};:­

tiro lki yolda d~ ama~, kohomolojinin trivial 01mas1 i~in 

yeter $artlao~ ortaya koymaktlr. Bu tlir yeterlilik $artla­

rl bulunamad~gl taktirde cevab1n ne oldugunu bulmak ise 

daha 9li9 bir problem olmaktadlr. Bu hallerde en yararll 

yontem, G grubu yerine G'nin bir p-Sylow altgrubuna bak­

makt1r (p, tabii ki K cisminin karakteristigi olmaktadlr). 

E~ier P, G'nio bir p-Sylow altgrubu ise, Il I (e,V), !]l(jl,V)1 

nin bir altyrubunil izomorfik olmaktadlr [3, s. 219; 12, 

s. 13]. Bu 2ltgrup da, kOl1umlu der.i vdsyonlar a1 tgrubu deni-

len ve teoride hesaplanmasl mlimklin olan bir altgruptur. 

K1sacasl, HICG,V) grubunun dogrudan dogruya hesaplan~ma­

d1g1 hallerde yapllacak i~, G I nin bir p-Sylow grrou uzerin­

deki bu konumlu derivasyonlarl bulmakt1r. 

Kohomoloji gruplarlnln hesaplanmaslna ornek ola­

rak li<;lincli bollimde yararll olacak birka<; bilinen uygu_' .. ama 

ozetlenecektir [16]: 

T eO!U?.-m Z. 6 • G herhangi bir grup, V de bir G­

modillil oisun. Eger, G'nin merke­

zinde bulunan bir z elemanl i~in, l-z eleman1 V lizerinde 

bir otomorfi oluyorsa, 0 zaman H1 CG, v) = 0 sonucu ge-

<;erlidir. 
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1 c~ pelt : fs DeI'( G, V). <0: de yukan dal<i l::izel-

likleri haiz bir eleman i5e, ~er 

f(xz) f(<o:x) 

olmaIldlr. Eu ba§lntlya (2.4) uygulanarak 

(z-l)f(x) (x-l)f(z) 

ttiretilir. z-1 bir otomorfi oldu~una gBre de 

yani f'n~n bir i~ derivasyon oimasl gerekti~i gBrlillir. Bu 

da Teorem 2.2. lye gBre HI ( G. V) == 0 demektir. 

Bu ~eoremin bir uygulamasl da §udur: 

SOVLlU; 2.4. K, karakteristi~i 2'den farkil her-

hangi bir soniu cisim, G = SI,2 (K) 

ozel 11neer ljruLlU, V~k~ de, Gldcki rnatrislerin uyguIan:11-

~l 2 boyutiu vekt6r uzaYl oisun. 0 zaman, 

sonucu ge~eriidir. 

L~p({t : I, birim matris ise, -} elemanl, 

SL 2 (K) grubunun merkezindedir 
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Vc i\;,'nin kardkt<.:~rL~ti9i 2'den farkll olduguna gcSre -1-; ==-:n 

elemanl da bir otomorfi olur. ~imdi sonu~, Teorem 2.6.'dan 

elde edilebiLLr. 

2.2. i l<i N c iDE R E C E 
KOHOMOLOJi GRUPLARI 

Gu b61Un~e son olarak ikinci derece kohorr~loji 

gruplarlna klsaca deginilecek ve bu konunun gruplar teori­

sine yapllan uygulamalarl verilecek, bilinen bazl sonu~lar 

ve bazl a91k sorulJrdan soz edilecektir. Eger V, G grubu-

nun komlitatif ve normal bir altgrubu ise, 

dogal epimorfi olarak allndlglnda 

~ 1T o -+ V -+ G -+ G -+ 1 

~ ~ 

G == G / V ve 11: (?, -+ G 

(2.16) 

~ 

dizisinin tam oldugu gorUllir. Tabii ki burada, G i<;inde 

V'nill, c;'ye lzomorf oli.ln bir LamamlaYlclSJ_nln bulunabi1me­

si ko~ulunun saglanmasl gerekli veya mlimkun olmayabilir. 

Yine de (2.16) tam dizisinde bir norIllillize edilmi.? kesit, ya­

niH 00" == :i de ve 0 ( 1) ==1 baglntllarlnl ger<;ekleyenbir 

(]: C~ -+ G tasvi::i vardlr. Verilen bir tam dizi i<;in bir<;ok 

normalize edilr;:li~ kesit var olabilir; ancak, bunlardan bi­

rinin G grubundan G'ya bir homomorfi olabilmesi i<;in yeter 

~art, (2.16) tam dizisinin bollinmesi, ba~ka bir deyi~le, 

V'nin G i<;inde G'ye izomorf bir tamamlaYlclslnln bulunmasl, 

veya G I rlln Vile G' nin semidirekt bir <;arplml olmasldlr. 

Aksi halde bir normalize edilmi~ kesitin, bir grup homomor­

fisi olmasl beklenemez. 
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(2.16) dizisi i9in be1ir1i bir kesit, diyelim 

0, E, () (J il d i k t: v n ~; 0 11 r iJ 

XoV xc(; , veV ... C!.n) 

bag]"nt~]Sl yoLuyli1 V, bir C--lIloliiilii haline cJclir. Zira, 

V'llLll kOlllilLd:if Ulllld~.l JulaYlslyla Gu Li...ltlJllI, SL!<,,:LLllti:; 0-­

Ian 0 kes idinden bag JrnSlZ olacaktl r. $ imdi "1100 = ill C ko-

911lu ylizlindcn x, vee i<;:in 

olacaglndan, 

o(x)o(y) f(x,y)o(xy) ... (2.18) 

bagl.ntlslyla bir i: (;xG -+ V tasviri tanlm1anabi1ir. x, y , 

~ C G i<;:in (2.18) '12 g5re 

(u(x)u(y»(u(z» f(x,y) f(xy,z)u(xyz) 

olacak, ve, L~ da asosyatiflik ve (2.17) yUzUnden 

u ( x ) r( y , z ) () ( y ~J 
" 1 o(x)f(y,z)a(x)- o(x)o(yz) 

:~ <) I ( y , :', ) I ( .... , y :', ) (1 ( :: y "/,) 
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elemanlna e§it OlaCa~l igin, V'deki operasyon toplama 01-

du~una gore her x, y, Z E G igin 

I ( x, y )+ f( xy , z ) Xof(y,zhf(x,yz) ... (2.19) 

ba~lntlsl gergcklenecektir. Boyle bir ba§lntlYl gergekle­

yen blltlln f:C;.;C)V Lusvirled, /,2(C,V) lJe (Josterilen bir 

komlitatif grup olu~tururlar. Ayrlca C herhangi bir grup, 
~ 

V'de bir G-DodQ1G ise, (2.16) tam dizisini veren bir G 

qrubll olacaktlr. 

Sarun, (2.19) 'u gergekleyen f ta~virinin, ba~ta 

segjlmi~ olan a kesidine ba~lmll olmasldlr. E§er (2.~6) 

tum dizisinde a yeeine p kesidi segilirse, her XEG igin 

o ( x) ve p ( x) elemanlarlnln farklnln V I nin ig ine du;;meE.i 

gerekecek, yani hee XEG igin 

p(X) a(x)o(x) •.. (2.20) 

ba§lntlslDl gergekleyen bir a(x) EV bulunacaktlr. E~er 

p kesidinin belirledi~i Z2(G,V) grubunun elemanlna g 

denirse, yani 

p(x)p(y) 

.iss, (2.20) ve (2.17) rye gore 

g ( .: , y ) a ( xy ) <5 ( xy ) 

g(x,y)p(xy) 

a(x)o(x)a(y)o(y) 

a(x)xqd(y)f(x,y)o(xy) 
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buIunur. Yine V'dl'ki operasyon toplama olarak allndlg1n­

dan, buradan 

J(x,y)-g(x,y) a(xy)-xoa(y)-a(x) 

ifadesi elde ediIir. E~er a: G+V herhangi bir tasvir 

ise, bundan x, ycG i9in 

fa(x,y) a(xy)-xoa(y)-a(x) ... (2.21) 

yoluyla bir fa: GxG+V tasviri tliretilebilir. Ustelik, 

(2.21) ba~Jl ntlsln1 gerc;ckIeyen bUtlin tasvirIer cUm1esi, 

Z2(G, V) grubunun, 8 2 (G, V) ad1 veriIen bir a1tgrubunu 

01 u:;; Lururlar. (jZ(~ llclwcck olursa, (~~ .1G) Lag1n tun i<;;in 

se9i1en iki kesidin Z2(G,V) grubundaki resim1erinin far­

k1, 8 2 (G, v) a1tgrubuna dli~mektedir. B6y1ece (2.16) tam 

dizisini veren her ~ grubu, Z2(G, V)/~ (G, V) grubunur 

bir elemanlnl be1irlemektedir. G' nin I kC1tsalJ~ld.r~ V'de o_Ian 

u I d[,.11,- L ClIlJlll Lelill r . 

G bir grup, V de bir G-moJGlG olsun ve 

- 'IT O-rVrG +G r1 ill; 

'" _ 'IT 
o r V -} C -r C' 1 
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tam diziler i verilllli$ olsun. Eger, a$ag1da verilen diyag-

raml komUtatif yapan bir G: d + G homomorfisi varsa, bu 

iki diziye denk denilecektir: 

~ TT o + v + G + G + 1 

Bahsedilen olayln, (2.16) tipi tam diziler aras1nda bir 

denklik bag1nt1sl verdigi a$ikard1r. Ustelik, denk olan 

iki tam dizinin orta terimlerinin (yani ~ ve ~'nin) izo­

morfik gruplar 01aeag1 da a~lkt1r, fakat bu kO$ul, 1ki 

dizinin denk olmasL i<;:in yeterli de~iildir. Eger 0: G+G, 

bir normalize edilmi$ kesi t ise, 0 takdirde p = Goa: G+G da 

ikinci dizi i<;:in bir kesit 01acakt1r. x, ycG i<;:in 

p(x)p(y) g(x,y)p(xy) 

ise, G tasvjri V Uzerinde idV 01acag1ndan 

I 

Go(x)Go(y) = g(x,y)Ou(xy) .•. (L.23) 

bag1nt1s1 elde edilir. G bir homomorfi olduguna g5re (2.23) I 

ten de x, ycG i<;:in 

o(x)o(y) = g(x,y)o(xY) 
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bulunur. Yani, denk alan tam diziler, Z2(G,V) grubunda 

aynl eleman2 tekablil ederler. 

Kar$lt olarak, e~er fE Z~G,V) verilmi~se, G, 

Vile G I nin Kartezyen c;arplml olarak allnlp v, WEV, :: ,yEG 

lc;in 

(V,x)(w,y) (v+xow+f(x,y), xy) 

ba~lntlsl yo'uyla bir grup haline ge~irilir. 

TI:G ~G, n(v,x)=x ve i:v~6 da i(v)=(v,l) ise, 

i - TI 
l) -+ V -+ G -+ G -;- 1 

'" (2.24) 

Ustelik, 

dizisi tamd1r, ve fE Z2(G,V)lye tekabUl eder. Buradan 

a$a~ldaki teorem elde edilmektedir [9, s. 711 

T euttem 2. 7 . G herhangi bir grup, V de bir G­

modulu olsun. Bu durumda 

-o -+ V -+ G -+ G -+ 1 

tipi tam dizilerin denklik slnlflarl ile H2 (G,V) grubJ­

nun elemanlarl araSlnda birebir bir tekabUl vardlr. BJ 

tekubUl altln6a V ile Glnin semidirekt c;arplmlnln denklik 

Sl.n:l f1, '.1:' t l: 1 V) LJ rUDunun bir im elemanlna tekabUl eder. 

ozetlenecek olursa, li 2 (G, V) grubunun triviyal 

olmasl, (2.16) tipi her tam dizinin b61Unmesi gerekti~i, 
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dolilY1S:LY 1a C' nill Vile C 'nin scm id irek t c;aqJlnUnd izo­

morfik olacaJ1 sonucunu dogurmaktad1r. Ornegin, eger G 

bir serbest grup ise, her G-modil1il i9in dururn b6yledir. 

11ginc; olan husus I ]-j2 (G, V) I nin triviyal olmad1gl haller-

de elde edilen G gruplarln1n yapls1d1r. B6yle gruplarln 

varllgl veya yoklugu, sonlu basit gruplar Uz~rinde yapl­

lan ara~tlrmalarda bir soru olarak belirmektedir. Bir 

ornek olarak, G = l:3 'I ( 3) Cheval ley grubu (yani 3 eleman-

11 cisrnin Uzerindeki 8 boyutlu V vektor uzaYlndaki bir ge-

~it kuvadratik formun ortogonal grubu) ise, H2 (G,V) ko­

h0Jl1010j i gruLullun lriviyal olrnadlgl, Gries ve Fischer I in 

bu Yl.l baslnda 2'16. 3 20
• 59 • 7 6 

o 11 2 .13 3 .17. 198 23·29·31·410Lf7.59 071 

( yak 1a~ak olarak 8.08xl0 53
) mertebel i bir basi t grup olan 

1'1 (diger adlyla "canavar ll
) grubunu in9a etmeleri Uzerine 

kesinlik kazanml~ bulunmaktad1r. SozU edilen kohomoloji 

grubunun hesaplanmaS1nda ge~itli gUgIUkler oldugu, daha 

onceden bilinmekteydi [12]. 

Bir:\.nci kohomoloji gruplarlyla ilgili b61Ume pa­

ralel olarak, burada da once bir basit uygulama yapllacak 

ve sonra bilinen sonu91ara klsaca deginilecektir. 

G=(x) bir devresel grup, V de herhangi bir G­

lIlodiilii olsun. Eger, 

'V 7f 
() -} V -+ G -+ G .)0 1 

tam dizisi verilrni:]se, 1r(u)=x olan herhangi bir UEG ~;e-
~ 

c;ilsin. Bu durumdo. a:G-+G, 

k 
U ... (2.25) 
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olarak tanlIl11cUllrSd, (] normalize edilmi$ bir kesit olacak-

Eger C sonsuz bir grup ise, (2.25) ile tanlmlanan 

(J tasvirinin bir homomorfi olrnaSl gerekeceginden u 2 (G,V)=O 

elde edilir. IIalbuki G, mertebesi II olan sonlu bir grup-

sa, 

(TIU) n 1 

oJacaglndan, u 11, 

• •• (2. 2C ) 

o]maktachr. Eger 'Ie;, V modUlUndeki G- invariyant eleman­

lar cUmlesini gostc;riyorsa, (2.26) 'dan v = un eVG sonucu 

elde edilir. Yani her normalize edilmi$ kesit, VG cU~le­

sinin bir elemanll1d tekabUl etmektedir. Yukarlda se9ilen 

II yerine, ayl11_ kO$ulu saglayal1 bir ba:;;ka eleman se9ilsey­

di, 0 eJemanln bir WEV i9in wu'ya e$it olrnaSl gerekecek 

ve ayrlca 

( wu)( wu) ••• (wu) 
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oldugu gorlilecektir. Eger 

N l+x+ •.. +xn- ~ E:ZG 

G grubunun ':1ormu ise, iki ayrl kesidin farklnln Nw, HE: V 

olmasl gerektigi, yani norm tasvirinin resmi olan NV clim­

lesinin igine dli~mesi gerektigi a~ik§rdlr. B5ylece, dev­

rescl gruplarln ikinci devre kohomolojisi i~in a~agldaki 

1,:()ll_:11i i:_;l>dt Idltllll:,; ()jllldl-;Ld(i.U: I~, ~;. 301: 

SOr1U~ 2.5. 

ulsun. 

G devresel bir grup, V de herhangi 

bir G-modGIG olsun. 0 zaman 

i: (~sonsuz bir grup ise jj2 (C, V) = 0 , 

i i) C son] u bir ~Jrup ise, 

olur. 

G=(x), merteDesi 11 olan sonlu dev­

resel bir gruPf V de bir G-modGlil 

Eger V, tr:Lviyal bir G-modGl U ise, 0 halde 

2 ~ (' 
II (C , V) V' / [I V 

Lzomorfisi ger~eklenir. Ustelik, cger llV=V ise, 0 -Lak­

Jirde ]-{2(C, V) = 0 olur. 

Bu durumda her VE:V igin 

Nv (1+x+x 2 + ... +x n - 1 )v=nv 
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olacagl i~jn NV = nV elde edilir. $imdi s<onuc,; a;;;lkarr:hr. 

Bu sonucun bir uygulamasl, yine ci.sim geni$leme­

leri Uzerinedir. Gir L cismi ic,;in (I., +) 0 cismin eleman­

lar1n1n toplama altlnda olu$turduklarl grup, L* da L'nin 

slflrdan far~ll elemanlarln1n 9arpma alt1nda olu$turduklar1 

grubu qc)stersin. 

s OVIlIl; :2. 6 • C, K S r. cisim geni;;;lemesinin Ga­

lois grubu oisun. Eger bu geni;;;le­

me normcd, ve C de sonlu devresel bir grup is,e, 0 zaman 

i) Il 2 (G, (L, +)) = () V8 

il) 11 2 (G, L;~) 

sonu91ar1 ge~eriidir. 

Iopcct i) Verilen cismin geni;;;lemesinin 

normal olmas1, 

demektir. DolaY1s1yla eger G=(x) ve G'nin merteb~si ~ ise, 

her at:], i<;:1n 

Na Cl+x+ ... +xIl-1)a 

elemanl, K cisminin i9ine dU;;;ecek ve kar$lt olarak da K 

. .. h 1 N aEL olarak ifade edilebilecek-Clsmlnln er e .emanl a, 

i:.ir. K1sacaSl NV 0= C K, +)' dlr. Gu durumda Teorem 2.8. 

uygulanarak istenilen sonu9 elde edilir. 
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ii) Geni§lemenin normal olmasl, 

(L*)G =K* sonucunu verir. Yine Teorem 2.8. uygulanarak 

bu klslm da ispatlanml§ olur. 

ise, 

Birka~ ornekleme yapllacak olursa, L =~, K =lli 

C=(x) arubunun mertebesi 2 01 r ::J .u , ve x,. 

x(a+Li) a-b i , a, Lt:iR 

oJarak tanlmlanlr. Yani eger z=a+Li E C ise, 

Nz zz 

llaglntlsl doJaYlslyla Nf* grubunuQ, pozitif reel saYllaT 

rln 9arprna altlnda olu§turduklarl gruSa izomorfik oldugu 

gorUIUr. 13u durunlda grubunun mertebesi 2 olur, 

yahut farkll bir deyi§le 

izomorfisi bulunur. Gte yandan, I. =([)(i), K =IQ ise, 

112(C, j,);) ljrulJu'''2 cismi Uz(;rjnde sonSUL: boyutlu bir 

veki:or uzaYH1~_r. 

Bu arada, G bir grup, V de bir G-modG1G ise, 

(;e$i tli derece lerden fl n (G, V) kohomoloj i gruplarl araSl.n­

daki bazl kanonik tam dizilerin varllgl yilzUnden belirli 

ili~kiler bulundugll [9, s. 18, 7, s. 189] kaydedilmeli­

dir. DolaYlsJ.yla, lln(e, V) biliniyorsa, Hn+k(G, V), k?:1 

gruplarlnln lle olduklarlnl bulmak i~in sBzil geg en kanonik 

tam diziler yoluyla indilksiyon yapmak, ge~erli bir metot­

tur. Ba§ka bir husus ise I lIn( G, V), n=l, 2 gruplarlnln, 
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(','Ilin bt'lil'li Ilotllldl illLgrup]an V0. (~'njn btl alL~F'upliJ.ra 

b51lim gruplarl cinsinden, yine belirli tam diziler yardl­

ml ilc ifacJc edilL'IJilecegidir [3, s. 219;. 4, s. 240; 9, 

s. 881. Birinci derece kohomoloji gruplarlnda oldugu gi­

bi, eger G, karakt~ristigi polan sonlu bir cisim lizerin­

de kurulmu§ bir Chevalley grubu, P de Glnin bir p-Sylow 

alLqrubu ise, fI 2 (8, V) de, f-j2(p, V)'nin bir altgrubuna i­

:!.o[ltorfik olacaktlr. DolaY1Slyla, p-,';yloI'J qruplarlnln ko­

homolojisinin belirlenmesi, problemin \!5zlilmesi i<;in ilk 

adlTIldlr. Klisefoglu [121, sonlu ortogonal gruplar lizerin­

deki ikinci derece kohomoloji gruplarlnl ara§tlr1rken bu 

yolu izlemi§tir. 

yinc C, '\. elemanl1 bir sonlu cislln Uzer indeta­

tlllllJanan Lie::lpi l)ir grup (lineer gruplar, ortogonal grup-' 

lar, simplektik gruplar, Suzuki gruplarl, v.s. gibi), ve 

V de G'nin indirgenemeyen modlillerinden biri ise, H2 (G,V) 

kohomoloji gruplarl <;ogunlukla bilinmektedir. Bu konuda 

<;al1§an 2ra§tlrmacllar aras1nda McLaughlin [161, Griess 

l81, Bell [3,4,51, Landazuri [141, Avrunin [1,21, Kli-

31, !;dh [17,181 vc diijcrl~ri saYJ.L..lbilir. 

Sonu<;lar, ikinci dereceden kohomoloji gruplar1n1n da be­

lir1i 5201 ha:.1er d1§lnda triviyal01duklarln1 g5stermek­

tedir. 11gin9 5zel ha11erden biri, McLaughlin'in bir teo-

remine g5re K =GF(2 S ), S 2 3 ise, f-j2(SL 2 (K), K2) gru­

bunun K cismi lizerindeki boyutunun 1 oldugudur. Bir son-

lu cisim lizerinde kurulmu§ olan 5zel lineer gruplarln c;;e­

§itli modlilleri lizcrindeki kohomoloji gruplarl hakklnda 

bilinen sonu<;lar, [3., Tablo I]' de 5zetlenmi§tir. Suzuki 

gruplar1nln da standart (4 boyutlu) modlilleri lizerinde trivi­

yal olmayan kohomoloji verdikleri g5rlilmektedir [5, Teo-

rem 2.3.1. 
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GLnCR) GRUBUNUN 
BAZl ALTGRUPLARININ,STANDART MODOLLERI 

OZER t ~'DEKt KOHOMOLOJ t GRUPLARI . 

Bu b~)lUllIL!0 elc allnaeak olan konn, belirli matris grup­

Jarlnln, onlarln standart modlilleri lizerindeki birine~ de­

reee kohomolojilerinin hesaplanmasldlr. !kinei b61limde 6-

zetlenen sonu~lardan farkll olarak, burada herhangi bir 

ha1ka UZ8rindeki matris gruplarl ele allnaeak, yani matris 

grup1arl111n eisim1er Uzerinde kurulu olmasl §artl kaldlrl-

lacaktlr. E1de edi1en sonu~lar, birinei derece kohomoloji­

nin bir~ok halka i~in yine tr0iyalo1du~unu g6stermektedir. 

R, b~rim elemaolna sahip herhangi bir halka olsun* (R 

komlitatif dahi olrnayabilir). R Uzerindeki bUtUn nxn 

nonsingliler matrislerin olw?turdu~u gene1 1ineer grup GL Il (R) 

ile g6sterilsin. ~~er I, nxn birim rnatris ve Eij , i'in­

ei satlrl ve j'inci slitununun ~akl§tl~l yerde 1, diger bU­

tUn yer1crde de l) olan llxn bir matris ise, 

x· . ( t) . I + tE .. , . i f·t 
1J 1J 

tER . .. (3.1) 

bagl.ntJSlyla tanlTI11anan xi j (t) matrisine clemanter bir mat­

ri5 denir. ElemanLer matrislerin herbiri GLn(R) grubunun 

-)\ 
Btl Jra~l:lnnadJki Iter halkJlllIl bil' birilll elelllJlllna sahip oluL'gu 

ve btl birim elema'J.ln1ll halkadaki slflrdan farkll oldugu varsaYllacak­
tlr. 

38 
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bir elemanl oldu~u i~in, bu matrislerin do~urdu§u En(R) 

grubu, genel lineer grubun bir altgrubu olur. Ustelik, 

ec:er p balkaSl komlitatif ise, 0 takdirde determinant'(av­

raml anlam kazanaca~lndan En(R), determinantl 1 olan nxn 

matrislerin olu~turdugu SLn(R) oze1 1ineer grubun i~ine 

dli~er. Teorem 3.1. ' de, R herhangi bir cisim. veya bir ak­

lidhalkasl oldugu zaman, En(J{) a1tqrubunun, SLn( p) 'nl.n 

Uilllllne e(;dL olaCi.lcJl ispatlamnaktadlr. DolaYlsly1a,.bu 

durumda En(R) i~in ispatlanan her sonu~, SLn(R) i~in de 

ge~erli olmaktadlr. Eg-er R halkaSl lizerindeki nxl sli~un 

matrislerinden olu$an GLn(R)-modillil. RD ile gosterili~sef 

Rn aynl zamanda En(R) i~in de bir modli1dur. Bu Rn modu-

1Une, GL n (R) grubunun standart modiilii denir. Bu b61Umde 

H1 eE n (R), Rn) kohomoloji gruplarl olduk~a genel bir bi­

~imde ince1erecektir. Kohomoloji grup1arlnln hesablna 

gcymede nonce S], II (In ve Ell (Tn gruplarl araslndak i i 1i $­

kiyi be1irleyen bir teorem ispatlanacaktlr. 

l~()!l (,In :). 1 . ESl'r I{ bir cisim veya .bir aklid halkasl ise, 

o zaman her II::: 1 ic,:;in r: ll ( l~) ve SLue E) 

gruplarl e$ittir. 

I spat R .bir aklid halkasl oidug-unda teoremin is­

patJ. l151 'de bu1unabil~r. Burada teorem, 

l~ t nin bir cisilIl oldugu duruP1da ispatlanacaktlr. 

R herhangi bir komUtatif halka ve ME:SLn(F) ise, M 

matrisi sag-da, (veya soldan) rbelirli elemanter matris1er­

Ie ~arpllarak Mlnin sutun1arl (veya satlrlarl) lizerinde 

~e~itli i~lemler yapllabilir. arneg-in, M'yi sagdan (3.1) 

baglntlslnda tanlmlanan xijCt) i1e ~arpmak, M'nin i'inei 

slitununu t i1e ~arplp j'inci slitununa eklemek demektir. 

Aynl $ekilde M'yi soldan Xij(t) ile c,:;arpmak, bu i$lemi 
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M I nin sa tlr~arl lL~erinde yapmak olur. Eger I sonlu saYlda 

bu ttirden elemanter matris operasyonlarl sonunda M matri­

si, M.-" mJtrisinc donu$uyorsa, yapi. AI' A2 , ••• , As' 13 1 , 

11 2 , ••• , Hk ( 1: 11 (1\) ic;;in 

oluyorsa, 0 zaman M~ matrisinin En(R) altgrubunda olnasl, 

M'nin de aynl altgrubun j~ine dil$mesini gerektirir. 0 

halde, I<' herhangi bir eisim ve M f: SL l1 ([.Z) ise, M'nin 

l:[j(R) altgrubunda oldugunu gostermek ic;;in M matrisini yu­

karlda bahsedilen yolla idantik matrise donil$tlirmek, 

1:]](1\) == S1,[J(1\) sonueunu ispatlamaya yeterlidir. Bu ispat, 

[t ilzerinde indUksiyonla yapllaeaktlr. n == 1 ic;;in durum 

aC;;lktlr. $imdi n>l oldugu varsaYllaeak ve teoremin her 

k <I] ic,;in gec,;erli oldugu kabul edileeektir. 

[J) II 1TI12 Jnnl 

1'1 lil L ! lil' . C R 1"S. i, j ~ n lJ ' 

mIll . . . mnn 

01 arak ifade ediI i rse, 0 zaman eger TIl 11 = 1 ise, [VI I nin 1 I 

inei satlrlnln belirli katlarlnl diger sJtlrlara, ve son­

ra l'inei slitunun belirli katlarlnl di0er siltunlara ek1e­

meL: yoluyla r1, 

__ ~ __ l __ ~-~~~~-~­

o 

o 
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matrisine d6nU~tir. tistelik bu i~lemler, determinantl ko-

rudugundan ,ll.'1 Ml = det M ,~ JUdir. !ndUksiyon hipotczine 

gore Ml C ~;LTI-i (1<) == I;n-l (g) oldugundan, ME SLn(R) sonucu 

elde cdLli r. 

Egcr 1111' I 1 i6 e , 0 zaman iki hal ort~y~ ~lkmaktadlr. 

Bunlarln ilki, bir 2 ~ j S n i9in 

muclnr. I{ hie cis im oldugu i9in 

III ·x 
1 J 

III • of 0 
1 J 

oimasl duru-

.. , (3.2) 

dcnklemini gazen hir xcR bUlunabiJir. 6imdi, Mlnin j' 

inci sUtunu (3.2) haglntlslnda verilen x eIemanlyla ~arpl-

1 drill, I' inci sLitUlld eklenirse, M mat.risinin sol List. k()'}c­

si yineL'c donti~Ur. Bu hal i9in yukarlda ispat verilmi$­

t.ir. 

Geri kuJdn hal, IfIll of 1 ve her 2:::j:::Il i9in TIi 1j f 0 

durumudur. Bu halde, M nonsingtiler bir matris oldugu i-

9in, Mlnin ikinci stitununda slflrdan farkll bir elemar bu-

Yani oyle bir i vardlr kif 

o]lllalld1r. 0 zamclll, j'inci satlr, 1'inci satlra eklere-

rek ~1, 

I Illil -j- mil mil Illjn l 
I 

1ll:!1 Inn W2J1 

IfI 111 In 
III 112 nn 
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matrisine d()n1i~ytUr(ilebU ir. Eg~er . l' 1 , 1lI11 -I- mil =. ].se mese e 

yoktur. 11111 + Ill. f 1 olsa bile, m. f 0 oldugundan, yukarl-
1 ] 2 

daki hal i~in verilen ispat ge~erli olacaktlr. Klsacasl, 

En(R), SLn(R)'ye e$ittir. 

Simdi, iJeride yapllacak olan kohomoloji hesaplarlnda 

kul1anllacak olan lJdZl matris cebiri sonU~li:lrl, bir lenuna 

halinde verilecektir. 

L(>tlllll(( 3.1. IIerhangi bir ha1ka Uzerindeki gene1 1ineer 

gruplaki elemanter matrisler, a$agldaki baglntllarl ger-

~eklerler: 

16pat 

i) Xl&(S)xij(t) '-', tER, 

j r-k, if 9, •• (3.3) 

ii) xi/I:)Xjk(s)xij(-t)XjkC-s) = xik (ls), 

s, tER, ifj, jfk, kfi. 

Basit bir matris hesabl sonunda bu baglntl­

larln gergekligi ortaya glkar. Esaslnda 

bu baglntllar, R, 1 ir cisim oldugunda r Lie tipi gruplar i­

gin gegerli olan Steinberg komUtasyon baglntllarlndan [19, 

s. 66 ve 72J ba~ka bir ~ey degildirler. 

Bu b51limdeki en genel teo rem §imdi ispatlanabilir: 

TeOfLem 3.2. 

I~pcd 

R herhangi bir halka ve D:2:4 ise, Hl (En(R) ,Rn)=O 

sonllcu gegerlidir. 

1kinci b51limdeki sonu91ara g5re (Teorem 2.2.), 

E (R)'den RD'e her derivasyonun bir ig deri-
n 
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vasyon oldugunu gc.is Lermek yeterlidir. i E Del"( 1:
11 

(R), pI!) 

a1Ullp, (3.3) b(lg~ ntlslnll1 iki yanula uygulCll11rSa, (2.4)' e 

gore j r!Jc, j;i Q, ic;;in 

X. : ( t ) f( >:19 (s)) + f( x· . (t) ) 
I .. '" ].J 

l'l (iu cdi 1 ir. DoL.! Ylslyla 

ve buradal1 da (3.1) ba~lntlsl ku11anllarak 

s Eko f( x. . ( t )) 
lv 1J 

t Eij f(xkQ,(s)) '" (3.5) 

jill lUllur. 

dl~lndaki her koordinat slflra e~it olacak, ancak k'lncl 

sat~.rda 

~; ( l C: .. ( L)) I llin Q, 'inci kourd i Ilil tJ) 
lJ 

. •. (3.6) 

g5zUkecektir. Aynl ~eki1der (3.5) 'in sa~ taraflnda i'in­

ci satlr dl~ll1daki her koordinat slflr olacak, i'inci sa-

tlrda da 

t ( [( ~< H ( :; ) ) I n i n j' i Ile i k DO rd i !lell-.l ) •.• (:1,'1) 



bulunacaktlr. lla1buki 
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1 < . " < . .t • . - .1,1 ,- 11, J,T I verildiijinde, n~4 

oldugu lr;; in, ()!'1ce I ~Q, c:: II ,Q, f. L, j all,nabi 1i L ve sonra dd 

l~k~n, kfl,j,£ ser;;ilebilir. Bu durumda kfi oldugu i-

~in (3.6) ve (3.7) 'den elde edilen sbnur;;, her tER ve 

her Q,fi ir;;in, 

f(Xi i(t»)'ntn,Q, 'inei koordLnClLl 0 

oldugudll L. 

$imdi her i/j, her tER ir;;in, feXijet»)'nin i'inei 

satlrl dl~lndaki her koordinatlnln slflr oldugu kabul edil­

sin (n:2:tr ise bunun saglandlg~ yukarlda gosterilmi:;;tir) . 

Once f EDer(en(R), pfl) ve A, 13, C, DE E ll (R) ise; deri­

vasyon kurall (2.4) IU birkar;; kez uygulayarak 

f( ABeD) f(A)+Af(BCD) 

f(A)+Af(B)+ABf(CD) 

f(A)+Af(B)+ABf(C)+ABCf(D) (3.8) 

bulunaeagl a:;;ik§rdlr. fEDer(En(R), Rll), (3.8) kurallna 

uyularak (3.4) baglntlslnda verilen komUtatore uygulanacak 

olllrsa ., , I I I~, i J i , 

yani 

ilk. Jq"j ic;in 

fCXijCt»+Xij(t)feXjkCS» 

+ Xijet)XjkCs)f(Xije-t» 

+ Xijet)XjkCs)xije-t)fCXjkC-s» 
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f(Xi]/ts» f(Xij(t)+Xij(t)f(Xjk(s» 

+ x .. ( t) x. (s H( x .. (-t) ) 
lJ Jk lJ 

+ x.] (ts)x' j (s)f(x.] (-s» 
1( J( J( .•. (3.9) 

e1de ed i lir. f( x .. ( - t ) ) I nin, ya1nl zea i i inci koordinatl 
.L I 

slflrdan farkll olabi1ece~i i~in, her ~ ve her kli i~in 

;..; ill (~;) [ ( ;,.:. . ( - L ») = 1 ( ;..; .. ( - t ) 
Xv \ IJ I J ..• (J.JlI) 

(J.IO) denk1emi (3.9) 'a yerle~tiri1di§inde 

. 
nx .. (t)+x .. (t)f(x" (8) 

1J 1.J JK 

+Hx .. (-t)+f(x. (-~3» '" (3.11) 
1] Jk 

oldu§u g6rti1lir. 5te yandan x .. (-t)=(x .. et»-l oldu§undan, 
1J lJ 

(2.5) ve (3.10) 'a 96re 

fex .. (-t)) = x .. (-tH(x .. et» =-f(x .. Ct» ... (3.12) 
1J1] 1J 1J 

bulunur. $imdi (3.]1) ve (3.12)'den 

H x.} (to;) ) 
.l ( 

( x. . ( t) - l)f ( x . J (::;» 
]. J J ( 

tE .. f( x. k (s ) ) 
1J J 

elde edilir. DolaYls1y1a, 



f(Xik(ts))'nin i'inci koordinatl 

-- I (I( x oJ (~i))' !lill j' illci. koordiIldtl) 
J ( 

(3.13) 

e$i tligi varchr. (3.13) 'e gore, f(xik(ts))'nin i'inci ko-

ordinatlnln i'den baglrnslz olrnasl zorunlugu Qrtaya ~lkrn~k­

tach r. 0 halde 

(k (8) = f(xjk(s))'nin j'inci koordinatl (3.14) 

o]arak tanlrnlanlrsu, (3.13) 'ten, her SER i~in 

S k (t8) • •. (~.15) 

elde edllir. Eger 

1 ~ k ~ n 

denirse, (3.15) I ten 

tER • •. (3.16) 

bulunur. V E FZ [j , 

v 

$eklinde tanlmlanan bir eleman i5e 7 o· halde 



(x, ,(t)-I)v 
J J 

t E .. v 
lJ Jt~ 1 ~f(x .. (l)) }J lJ 

elde edilir. Yani f, En(R) grubunu dQguran'her Xij(t) 

elemanl tlzerinde, yukarlda tanlmlanan vERn ile belirle-

nen bir i~ derivasyon oimaktadlr. Derivasyon kurall (2.4) l 

tin soniu saylda elemanln ~arplmlna genellenebilecegi 6ti$ti­

ntiitirse, bun dan f'nin, Xij(t) elemanlarlnln sonlu ~arplm­

Iarl, Valli ttim En(R) grubu tizerinde bir i~ derivasyon 01-

maSl gerektigi ortaya ~lkar. Bu da t n ~ 4 i~in H1(En(R),Rn)=,O 

demektir. 

Yukarldak~ -ispatta kuIlanllan yBntem, n=3 i~in ge~er1i 

olmamakla birlikte, ondan hareket edilerek, olduk~a gene1 

bir halkalar ktimesi ic;in HI (E 3 (R), R3
) =0 oldugunu ispat1a­

mak mtimktindtir. Bunun i9in, yukarlda gBzlemlenmi$ olan bir 

husus, ayrl bir sonu~ ha1inde ifade edilecektir: 

SOYLU~ 3.1. R herhangi bir halka, f E Der(EIl(R), RIl) olsun. 

Eger Il;: 3 ise ve her 1'5. i,j ~ n, ifj, ve her 

t E g i~in, f( x, ,( t) ) 'nin i i inci satl.rl dl$lndaki her koor-
lJ 

dinat slflra e$itse, 0 haide f, bir i~ derivasyon-

duro 

I ~PC(t ; Teorem 3.2.'nin ispatlnln i~indedir. 

durumunu ele almadan Bnce matris gruplarl hak~lnda 

Teu/rC'ln 3.,). ( lwrhan<Jl bir komUtatif \wlka i5e, her 

(121 i~in, Ln(R) grubu, SLn(R) grubunun diya­

gonal matrislerden olU$an altgrubu~u ~~erir. 
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I.oped; Teoremin ispatl, n lizerine indliksiyon ile 

olacakt.lr. n=1 i9 in sonu9 a;;ikardlr; bun­

dan sonra u~~ olarak allnacak ve teoremin her k<n i9 in 
gegerli oldugu varsaYllacaktlr. 

o ... 
o U2 ••• 

IJ 

() () .... 

determinantl 1 olan herhangi bir ~iy~gonal matris olsun. 

'l'eorem 3.1. I j '1 iSPJ tlnda a91klandlgl gibi I eger D, Ell ( R) 

grubunun bazl elemanlarlyla sagdan veya soldan garparak 

yapllan belirli elemanter matris operasyonlarl sonucunda 

U'" matrisine donu~uyorsa, DA matrisinin £11(R) altgrubun­

da olmaSl, n matrisinin de aynl altgrubun i9ine du~mesi­

ni gerektirir. 

~imdi u l kere Dlnin birinci slitunu, ikinci slituna ek­

lenirse D matrisi 

ill"" 

o 0 •••• unJ 

matrisine donU:;;lir. D singliler olmadlglna gore, her l~i~n 

. . l) lla} 1r ~'Sllldd bir ari tmetik birim elemanldlr. 1)0-L\;l11 \11, \ -.u. 

LaYlslyla 
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denkleminin R halkaslnda x i~in bir c;ozUmU bulunur. x ke­

re Dl lin ikinci sUtunu, birinci sUtununa ek1enirse D1'den 

Ul 0 ...• 0 l 
Uz o. "'. 8 0 

0 

0 . un 

e1de ediLir. (-Xli;!.) kere D2 I nin birinci satlrl, ikinci sa-

tJra ek1enerek de 

U2(1-xud 

o 

o 

o 

o 

o 

bulunur. Simdi D3'Un ikinci satlrl (UIU2)-1 i1e ~arpl1a­

rak birinci satlrllla ek1endiginde e1de edilen matris 

o 

o 

o 

olllr. D4!Un sag alt ko~esindeki (n-l)x(n-l) 
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III U2 O •••• U 

L ° ° 
diyagonal matrisi, SL n _

1
(R) grubunda oldugu igin, indlik­

siyon hipotezine gore bu matris E (R)'nin bir elernanl-
n-l· . 

dlr. Do]aYlslyla n~ E En(R) olmaktadlr. Bundan dar 

ba~ta yapllan aglklamanln l~lglnda D rnatrisinin En(R) gru­

bunlln j ~inC! (l(i~rnesi gerektigi sonucu ortaya t;lkar. 

K, herhangi bir komlitatif halka oisun. Eger x EK igin, 

x 3 - x e1emarll bir ari tmetik birirn lse f 0 taktirde x ele-

manlna bir 9U1;,:lii aritmetik birim adl verilecektir. Bu ko-

!;,3ul ise, x, x-l ve x+l elemanlarlnln liglinlin de birer a-

ritmetik birim elemanl olmasl ko§ulu ile aynl anlama gelir. 

Bir gUglli aritmetik birirn elemanlnligeren halkalar araSln­

da a9agldaki ornekler sayllabilir: 

1. K, en az 4 elemanl olan bir cisirn ise, K'da bir 

gliglU aritmetik birirn elernanl vardlr. GUnkli eger 

K'nln karakteristigi 2 degilse, x E K igin x, x-l ve x+l bir­

birlerinden farkll lig eleman olacaklardlr. Halbuki , 

K (= GF( 4) olduguna gore, K cisminde en az 5 eleman vardlr. 

0, 1 ve -l'den farkll herhangi bir elernan da, bir gliglli 

ari tmetik birim olmak ~orundadlr. ate yal'l.dan, K I nln karakte­

ristigi 2 ise, 0 halde xEK igin x-l=x+l olacaglndan, 

o ve l'den farkll herhangi bir elernan, bir gUglli aritme-

tik birim olacaktlr. Bunun igin de K'da en az 4 elernan 

bulunmasl yeterlidir. 

2. Zn halkaslnda bir gliglU aritmetik birim olmasl i­

~in qarek ve yeter §art, n i1e GlnIn birbirlerine 
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usal olma lar] chr. Cl'l'nku'~ h h . b' 
.. ~ • G X er angl lr tamsaYl ise t x-I, 

x veya x+l tamsaY1Iarlnln biri 3'e, en az biri de 2'ye b6-

lUnecc<jindcr, lier x tamsaYlsl ir;in 

h ~-x (x-l)x(x+l) _ 0 (mod G) 

yahut 

3 
X - X (mod 6) 

olmal1dlr. Ustelik, L3_~! 0= 6 e§iLliginden, [j ile G birbir­

lerine asal ise, 2'nin bir gU~]U aritmetik birim elemanl 

O]lllilS] ~Jerckti(Ji ortadadlr. 

3. Eyer K, oir gU<;;lU ari tmetiJ\ birim clemanlnl ic,;eren 

bir komUtatif halka ise, K Uzerindeki s degi§ken­

Ii (s~l) polinom halkaSl ile K Uzerindeki s degi§kenli 

(::;::::1) kuvvet serileri halkasl da birer gUr;lU aritmetik bi­

rim elemanlna sahiptirler. 

Uu arada, bir gUr;lU birim elemanlnl igermeyen konilita­

tif haikalar araslnda §unlar saYllabilir: TamsaYllar hal­

kasl; 6 ile [1'nin birbirlerine asal olmadlklarl durumlar-

da ZII; ~2 veya ~3 Uzerindeki herhangi bir polinom halka-

sli Z2 veya Z3 Uzerindeki herhangi bir grup halkasl; 

iX z (j) li2, v.s. 

~imdi ve::::ilecek olan teorem, n=3 durumundaki kohomo­

loji hesablnda 9U91U aritmetik birim elemanlarlnln ne ya­

rarl oldugunll a<;lklayacaktlr. Sonradan da bu teoremin kaF-

saml dl~lnda kalan bazl 6zel halkalar, ayrl ayrl ele all­

nlp incelenecektir. 
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1\ hl'rhill1<.J1 bir hil1kil, Ii, ifiC~ l\'nin lWlIliililti f 

bir althalkaSI olsun. E~ r]' b' '0 I" ge " Ir gu~ u a-
ritmctLk birim elcman1n1 is;eriyorsa, 0 zaman 

olur. 

t6pa:t : SL 3 (K) grubunun diyagonal altgrubu H ile g6s-

teriLirse, 'l'eorem 3.3.'e g6re Il, LlJ(]<.)'ln 

bir alt<jTubu olur. ucK, bir gU:;;:lU aritmetik birim elema­

III ise 0 ha.lde 

vc aynl zanwndll dll (A-Ih:SL 3 (K) olur~ A elemaru, 11 grubu­

nun merkezinde oldugu i:;;:in, TeoreIl} 2 •. 6.'ya g6re H1 0I,R 3 )=O 

sonucu eide edilir. DolaYlslyla, ege~ fEDer(E 3 (R), R 3
) 

verilmi',?se, f' II olarak g6sterilen f' nin H' ya klsltlamaSl111n 

slflra e~it oldugu varsaYllabilir. 

iso, her i~j ve her tER i:;;:in 

B x· .(t)B- 1 

1J 
x· ·(u· t u.- 1

) 
lJ 1 J 

• o. (3. A) 

(3.17) Ide t=.l ve hj""llj"'u olarak allnlp, 

II Ii ccO oldugu akllda tutularak bu bagl ntl ya f uygulanIrsa, 

-----_ .. _--- ----- --.---~-.. -

,'< • i b blrakllan yerlerin herbirinin slflra Bu b~lUmdeki maLrlsler1e o§ 
c,~i L 01 dtli~l1 k,I1)(11 ('tIi 1 ,·('('k tir. 
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... (3.18) 

1)lJ l11nur. 1I bir ~Jli(;lii uritmctik birim elemalll olduguna go-

re, ozdegerleri \l, l! ve u- 2 olan bu B matrisi i<;;in, B-1 

loatrisi singii1er o]mayacaktlr. DolaYlslyla (3.18) 'den 

l( Xij(]»=l) SOoucu l)rtaya <;;lkar. :;limdi (3.5) baglntlsln­

da t=l ve i=k alllursa, j~k,iiQ, ve SEE i<;;iD 

I; 0 0 t( x C;» c= c> I:, n F( x 0 • (]» = () 
1J - ilL K<- lJ 

oldugu gorlilUr. Yani, f(xo n (8»lnin, i'inci koordinatl 
1<-

hari<;; her koordindtJ slflra e~;i_ttir. Sonu9 3.1.'e gc)re 

isc bUt II I (I:.I(I\),I;I)-() dCJlIc;kUr. 

YUkClLl da !-..JelirtiJdiiji gibi, Il i1e Li arali1rlllda asal 

de~Jjllerse, :!in halkasl bir 9li91li aritmetik birim elemanl­

III i<;;ermemck Ledir. Onun i9in once 'l'corcm 3.4.' Un kapS<lml-

na girmeyen ::l'n halkalarlnln birr;:ogu i<;;in f-ll(E3(Z'n), Z'n
3

) 

grubunlln ne oldugu sorusunu cevaplayan bir teorem verile­

cektir. K, komlitatif bir halka ise, K'daki aritmetik bi­

rim eleman]arlnln r;:arpma altlnda olu§turduklarl grup,U(K) 

ile gosterilsin. 

TeoJ[(~m .3.5. K herhangi bir komlitatif halka olsun. Eger 

U(K) gru~unda u2~1 olan bir u elernanl bulu-

nuyorsa, 0 zaman 

olur. 
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16pat; fEUl~r(I~3(K), K3 ) verilmi;;;se, Sonu~ 3.1. 'e go-

re l::i,j -;:'3, iri:j ve tFl( i<;in f(Xj:j(t»'nin 

l'inci koordinatl dl§lnda bUtlin koordinat1arlnln slflra e­

$it oidugunu gostermek yeteriidir. L3(K) grubunun diyago­

nal altgrubu II ile gosterilir ve f 

rf~J 
f =; If2 ,fi! E3(K)-+K. 

Lh 

i=1, 2, 3 

§eklinde koordinat fonksiyon1arl cinsinden ifade edi1irse, 

herhangi iki 

a 1 J.n]p, 

11.=J isc 
J. 

AD=HA denkleminin iki yanlna f uygulandlglnda, 

[.(A)=U oldugu gorlillir. Ayrlca (3.17) 'den 
.1 

/\;~ .. ( l ) 
I J 

X .. (11. lu.-1)A 
.1 J I J 

oJdugu hatJrlan]rsd, bu baglntlya f derivasyonunu uyguIa­

yarak i=1, j=2 i~in 

(3,19) 

lJ 2 fi ( X 12. (L ) ) (3.20) 

112J:3(X12(L») (3.21) 

uulunur. 

UEU(K) i(;;in 
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... (3.22) 

elde edilir. U(K) grubu triviyal olmadl§lna g6re, l'den 

farkll bir 1.1 S U (K) bulunacaktlr. DolaYlslyla (3.22)' den 

her tt:K i\?in 

o •.. (3.23) 

sonueu elde e6ilir. 

• .• (3.2l~) 

ve yine (3.21) 'de ul=l, U3=U=UZ- 1 allnarak da 

(L24) vt:. (J.25) I tC~11 <,;Jkdll sonuc; isC' 

ya nih e r 1I l l J ( I() i <;,: in 

Oldu~udur. Ba$taki hipoteze g6re, u
2
/1 DIan bir aritmetik 

birim elemarn u bu] undu§~u. i<;in 
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o . •. (3.26) 

olmalld:.r. Boylece (3.23) ve (3.26) 'dan, f(Xj2 (t» 'nin, 

birinci koordinatl dl~lnda bUtUn koordinatlarlnln slflra 

e~it oldugu gorUlUr. Halbuki bu ispat, herhangi bir Xij(tl 

i~~jl\ de ge(J(~:C'li oillugundan, istenilen sonut;: elde edilmi9 

demektir. 

$imdi am~¥, Zn halkalarlnln hangileri i¥in u 2 11 olan 

bir U E U (z Il) bUlundugunu saptamaktlr. 

T eon em 3.6. Eger zn halkaslndaki her aritmetik bi:r:im 

elemanl u, u 2 =1 baglntlslnl ger¥ekliyorsa, 

o takdirde n, 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12 veya 24'e e~ittir. 

hpat Her U EU(Zn) i¥in u 2 =1 oldugu varsaYllsln. 

n tamsaYlsl asal ~arpanlarlna ayrllarak 

olarak yazllabilir. Burada Pj' P2' ... , Pl"nin birrirle­

rinden farkll asal saYllan olduklarl vc her l~i~r i¥in 

ki~ 1 oldug~ kabul edilecektir. KomUtatif gruplarlc ya­

P1Sl Uzerind2ki bir teoreme gore bUlldan 

Zn ~ 0 a;' 1 (3l ••• ~ IJf k .. (3.27) 
- P lq P '2 P r 

j 2 r 

jzomorf~si elde edilir. (Burada 1I @ !(, l! ve 1< gruplarl-

nln direkt ¥arplillLnl ifade etmektedir) . (3.27) , den 

_ U(:£p k ) 0 ue:zp k ) 0 ... 
1 1 2 2 

.. , (3.28) 
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nunun 11 tamsaYlsl iizerindeki degerini gosteriyorsa, IJ(~il k.) 
')j 1. 

CJ rul)ufl UtI !lIc:} le!J(~s i 

( ) 1 \11" • 

j, • 
\i'( P. '.1.) 

1 

k . -- I 
p..1 l p . -- 1 ) 

1 1 
. .. l J. ~'\J ) 

1. Eger !'j» ise, ki =J olmaIJ.dlr. Aksi LClkLi;:-dc 

(3.29) 'a (jcire 1'" U(:i\ ) .. ) qrubunun lllel:LcbesinL 
J 1\ '-1 .. 

LJolcceginden, (3.2<-3) izornorfisine bakllarak U(:2 )'de mer-" . lJ " 

tebesi :"den bUyUk bir eleman oimas] qerektigi sonucuna 

varlllr ki, bu da ba§taki hipoteze ayklrldlr. 

2. Eger I' j >:\ j ~>e, 0 zaman d~ 1I q CUi)Utllln d i l"l:K l (;d t"-

panJarlna dyrllmaslnda (3.27) 'ye lJore bir~l)i ::1i­

rekt <;;a cpanl bu 1 undcaglndan, U (d'[J) 9rubundCl mertebesi 

1) i-I> 2 olan bir eleman elde edilir. DolaYlslyla, IJ tam­

saYlslnln asal <;;arpanlarl araslnda 2 vI.ya 3'ten ba§ka bir 

asal saYlnln kuvveLi bulunamaz. 

3. Bu durumda n, 3· 2k §eklinde hir sayly] bolmelidir. 

Fakat k~4 ise, U(~~) grubunda 3 (daha dogrusu 

3 ' lin kalan slrlfl), mertebesi ~'den fazlCl bir eleman ola-

caktlr. Yani k~3'tUr. Bundan da 

n = 1, 2, 3, 4, G, ·8, 12 

veya 24 ... (3,30) 

saYllarlndan ba§ka <;;ozUm olmadlg-l g~rUIUr. Ger<;;ekten de 

(3.30) Ida verilen her ndegeri i<;;in, U(~n) grubunun her 

elemanlnln karesi l'e e$ittir. 
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n=;' veya :3 oldugunda :f.'II bir cisim o1maktadlr, ve bu 

durumda MCLaughlin'in bu teoremi'ne gBre [3, 16 I sonug 

fakat 

$eklindedir. 

Bu sonuglar, a~a~lda Bzetlenmektedir: 

SOVll/(; 3.2. i) E=J?n' n,.f2, 4,6, B, 12 veya 2 Ir 1se, 

sonueu ge~erlidir. 

ii) R, i) 'deki halkalardan biri, S ise R 

lizerinde s de~i$kenli (~?l) polinom 

halkasl veya s de~i$kenli (s~l) bir kuvvet serileri halka­

Sl ise, 

olur. 

iii) R, Gauss tamsaYllarl halkasl ise, 

olur. 
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1 :, p(( t YaLd.. zea iii) I Un ispatl kalrnl !?tlr; <;;link!j 

ii)'de, U(S) grunu, U(F) grubunu i<;;erdig-in­

dC~ll, 'l'V()n~11l J. 'j. I l c;ki iSPdl, :.) halkds) i<;;in de <jc(;erli 01-

llldktacilc. iii) lc;;in ise, Gauss tamsaY1larl ha1kas1ndaki 

i aritmetik birim eleman1n1D, i 2 =-111 bag1nt1s1n1 gergek -

ledigini soylemek yeterlidir. 

HakkJ_nda 11""3 bali ie;;in henUz biq;ey soylenmemi:;; bir 

jlwlllii halJ"a, td!ll~juy1lar halkasld1r. ESdSlnda Salt' 1D iki 

teoremine gore [17, s. 276 ve s. 295l, !l~c2 veya 3 oidug-un­

da 

sonueu gec;;er1idir. Burada bu sonu<;;larln ispatl farkil bir 

yontemle yap1Iaeak ve bundan da n=2 veya 3 durumunda tam-

saY1Iar haIkas1 Uzerinde kurulu polinom halkaIarlnln koho­

trio] oj i~3 i ni n de tei vi.yu1 oldwJu gosteriJ eeekti.r. 

r l' 0'((:'111 '3. 7 . TamsaY1lar halkaSl i<;;in 

() ve 

i i) o 

sonuglarl gegeriidir. 

ISPQ t 1) Gnee, ~ bir ~kIid halkas1 oldu§una go-

re f her 1121 i<;;in l~lj(:~) = :3[,lj(!;;) olduiju 

'J.'COCl-'Hl 3.]. i l(~ sdfiLanrnl$ dururndadlr. Eger if !ll:J'(:;!,J(.:),',i,3) 

ver i Irni 9 se , j I nin bir ie;; derivasyon oidugunu i.spat~lamak i-

c;;in f'nin, ]. ('1) grl1J)UnU dog'"uran bi_r eleman kumesi i.ize-'3 ~, 

rinde Slflra e§it oidug-unu gostermek yeterlidir. 
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I 1 -! 

J 
1 

II 

I 
II , ( ~ 

"I 

i:38, :;['j(~;ninjn cliyagonal a1tgrubu 

II = 11, A, U, C}, 

K1ein'in 4'lU grubuna izornorftur. f derivasyonu koordinat 

fonksiyollldCI cLll~;jndcn 

f fi: SL 3 (Z)-+'J!, i=L, 2, 3 

olarak ifade edilip 

/ILl = 131\ = C 

-1 

• •. (, I • ,'; I ) 

L 

buJunur. (3.31) 'in satlrlarlna bakl1dl§lnda 

f 1 (A) () , f1(G) fl (C) 

f 2 (1l) () , f2 (A) 1'2 (c) 

1'3 (l' ) 0, h (A) h (II) 

d '''' .. "I" Duna (lc)re bu01ntlslnln ger~ek1en 191 goru ur. ~ 
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f( C) 

olarak allnabilir. f derivasyonunun II altgrubuna klsltla­

maSl_n1n H uzerinde bir iC; derivasyon 01nlaS1, her DEB ir;in 

o ] -aJ 1- 0 ] [- 0 ] (I Ill) ( A ) 0= ~ 2 S =- - 2 () 1) 

-2 Y -2y c 
- -

vo B iJe C i~in de aynl tUr hesaplar gozonUno allndlglnda 

flll'n1n bir ir; derivasyon olrnasl ic;in gerek ve yeter $ar-

1:1 n I d, l) ve c tamsaY11ar1n1n herbir inin bir C; if tsaY1 01-

maS1 ko~u1u oldu~u g6rU1Ur. 

E~er f I II bir iC; derivasyon ise, f 111=0 olarak al1nabi-

1 i r (c;UnkU 1'1111 ya bir iC; deri vasyol1 ek1emek, f' nin kohomo­

loji grubul1daki kalan Sl111£1111 etkilemeyecektir). 0 za­

man f II! = () kabul edi1ip 

•.• (3.32) 

baglntlslna f uygulan1rsa 

(C- I H( X 12 (t)) ;=: 0, 

lJundal1 da 

[;(t )c:X 
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bagLntl slndan ise, (: L~ -+ dl tasvirinin her t, d I.:':, igin 

C( l)H:(:;) (( L+:;) ... (3.:33) 

ba91ntlSJ nln ger~d:::lendigi gorUIUr. 13cnzcr hesaplar sonu­

eu 

f(X13(t) 

['T] 
HlJ 

olarak yazllabilecegi ve Ustelik ( ve n tasvirlerinin de 

(3.33) lye benzer Lag1ntllarl gergekledikleri, yahut ba~ka 

bir deyi~le, tams~yllar grubu Uzerjnde birer homornorfi 01-

duklarl a~ik5rdlr. 

ba~jlntlslna (3.8) kurallna gore f uygulalllrSa her s, t E 7i 

igin 

E,( ;)fi(-~;)+su;:(-t) 

s (-t) 

() 

(3.35) 
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t~ldc ediLir. Yukal~ldaki a~lklamaya CJe)re ( tasviri bir 110-

lllOmO r f i old u~J u i <;7111 , (3. 34 ) , te n her 1 I ~:!; i <;; j n (( 1 ) _ () 01-

maSl gerektigi ortaya t;lkar. Bu de fa (3. 3S) 'ten her t. t:~; 

i<;;in n(t)=o elde edilir. Benzer bir hesapla, ~ tasvirinin 

de slflra e:;,;it oldl1gu gc)rUIUr. Xl2 (L), X23 (l) ve Xl3 (I:) 

lili)tTislc~ri_, ::I'lCJ,) qruL,llnun Ust U<;(]CII grubun\l dogurdl1klarl 

ir.: in hllna qi",n' I, iJijtiin list ii~qc~n mi1t-Li~;l"r iizcrLIlc1t' SIr-I­

I, I (, ~;; i L t i I~ • S i I [I ( "t I i Y L' <J is n~ (l y n -[ 1', d 1 t i i (~ (j ('II I [I cl lei ~; I l' I~ i i _ 

~erindc de aynl olmalldlr. Boylece, ec}er ± III bi r i<;; deri­

vasyon 1 se, f I nin l UmUnUn b i r i<;; der i vasyon olacacjI sonu­

ell elde edilir. 

$imdi f f Decr(:;],3(Z), :&3), herhangi bi r derivasyon olsun. 

(3.32) haglntlSJna f uygulanlrsa, ilk koordinatJara bakJ_-
larak ller I I iz i<;in 

oldugu gorUllir. Bundan, L'nin bir <;;iftsaYl olmasl gerek­

tigi a~ikardlr. Aynl ~ekilde 

A X23 (t) X23(t)i\ V(: 

C X21 (t:) X2I (t)C 

baglntllarlndan da a ve c tamsaYllarlnln <;;ift olmalarl 

gerektigi gorillUr. Yani, her f E Dt.:rCSj~3C~), if
3

) i<;;in, fllf' 
bir i~ derivasyon olmaya rnecburdur. Ha1buki 1'1 II' nln bir 

" 'I" ol_dllCJ'U ha1de teoremin ispatl yukarJ_da veril-l~ oerlvasyon 

llli!;>tir. 

i i) yine f I Der(SL2 (LJ), 7;2), herhangi bir derivasyon 

l~)U , 
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,- J f 1- 7 ,-
j
' , t.: ,,-1-~, 
2 l 

olarak koordlnat fonksiyonlarlna ayrllubilir. 

bag Int] Slna r uygulanlrsa, (2.4) kurallndan her t, s C 'J, 

ic:;;in 

h ( X 12 (:;) )t f 1 ( X I ~ ( I) )1 : ; '2 ( X J) ( t ) 

.•. (~;.:ll) 

ve 

f 2 (X12 (t+s» . .• (:';.:37) 

buglntllarlnlO gergeklendigi g6rUIUr. (3.36) 'ya g6re ise, 

her 1:, s t::~ ic:;;j-n 

'" (3.::)(1) 

bulunur. E0er f2(1)=~ denirse, (3.38) 'den her s tamsa­

Y1Sl i<;;1n 

Laglntlsl elde edilir. 

ate yandan, eger 

f( -[ ) a, 13 C ;1. 
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olarak aJIDlrsa, bu defa 

bd(jLnLJSIDd r uycJulimarClk, her t c:;, i<;in 

(H t pl1 I \ x 12 (t) ) 

. .. (J .lfO ) 

oldugu gorlillir. (3.40) 'a gore her t i~in 

olacagIndan, f 2 (X12(t»)=oO elde edilir. (3.39) 'dan ise her 

t tamsaYIsl i9in 

-tB , 

yani B'nln bir <;iftsaYl oidugu sonueu ~Ikar. 

Benzer bLr yi::illtem kullanllarak 

e~itligiDden de a'nIn bir 9iftsaYl oimasl gerektigi anla­

$Illr. Eger 

ex = - '2 d , B = - '2b , a, b E J: 

olarak ifade edilirse, 0 takdirde 

f ... Cl.Lf2) 
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olur. Eger II", 1-1, r}, SL2.(~)lnin diyagonal altgrubunu 

q('l:;j(~t'jyon;i1, (3.42) 'e qore fill bir is; d('~rivClsyon (lCll1l.~k­

Llr. i) kJ~:)lIl11Utl ispatlndil oldllgll <::JIL1, 1111~ll olullijll 

kabul edilebilir; yani a=S=O oldu~u varsaYllabilir. 0 
:.c:illlldl1 (3.41) '0 9(iu: 

vo ayr}] ~ekilde 

Lulunllr. DolaYlslyla f, SL2(Z)'nin alt ve list li~gen grup­

larl lizerinde slflra e§ittir. SL2(~)' bu gruplar tarafln­

dan doguruldu~u i9in de f, tlim 6zel lineor grup lizerinde 

slflr olacaktlL Bll da, H1(SL 2(4:{), ;Z2)=O demektir. 

Eger R, tamsaYllar halkasl lizerindeki s de§i~kenli 

(~~J) bir polinom halkasl veya s de§i~kenli (u~J) bir 

kuvvet serileri halkasl ise, 0 zaman R'deki aritrnetik bi-

rim elemanlar~ ile tamsaYllar halkaSlndaki aritmetik birim 

clernanlarlnlo aynl olmasl dolaYlslyla, SLlJ (:t,) , nin di­

yagonal altgrubu ile Cr1(R)'nin diyagonal altgrubu aynldlr. 

Bu durumda iso 'I'eoeem 3.7.'de verilen ispat, yukarlda bah­

~; cd i 18 n 1\ II a 1 kill a L' Ii\: in c1 C CJ e <;; 0 r U 0 1 !II d k l~ a d 1 r . l3 u d il a -

~a~ldaki sonu9ta 5zetlenmektedir. 

Suwu; 3.3. R, tamsa1lllar halkasl lizerindeki ,; de§i~ken­

Ii (:;::::1) bir polinom halkaSl veya :::; degi:;;ken­

Ii (s:::: 1) bic kuvvet serileri halkasl ise, 0 takdi rde n = 2 
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YUkili'.Ldil a<;;JklandJ'Jl Uzcn.:, 'J'~un':liI J. 7. ! nin 

ispatl bu halka1ar i<;;in de aynen ge~er1i 01-
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